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Estudante: 

0 livro Matemática Auto-instrutivo foi programado pensando em você, na sua 
participação, no seu interesse, tornando-o elemento ativo no processo de aprendizagem. 

Procuramos apresentar cada assunto deste livro de modo simples, claro e objetivo. 

A cada apresentação de um conceito segue-se uma série de afirmações, algumas 
verdadeiras e outras falsas, e à medida que você assinala as verdadeiras a fixação desse 
conceito se faz naturalmente, preparando-o assim para as aplicações que vêm a seguir. 

Nessas aplicações, você deverá completar os exercícios propostos e é importante 
que esse completamento seja feito seguindo a orientação sugerida, pois ela está baseada 
nos conhecimentos já adquiridos por você. 

Ao final de cada capítulo, apresentamos duas seqüências de exercícios. A se- 
qüência A, cuidadosamente analisada, apresentada em grau crescente de dificuldade e 
dosada de modo a atingir os objetivos propostos em cada capítulo, dá-lhe condições de 
prosseguir no desenvolvimento do conteúdo para a aquisição de novos conceitos. A 
seqüência B ficará a critério do seu professor, face à disponibilidade de tempo e outras 
variáveis que direta ou indiretamente influem no processo de aprendizagem. 

Com a apresentação desta obra, retrato de uma longa experiência no ensino de 
29 grau, reiteramos nossa firme convicção que sempre norteou nossos ideais: nós acre- 
ditamos em você. 


Os autores. 
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a) conceituar seqüências. 

b) reconhecer seqüências convergentes e seqüências divergentes . 


SEQÜÊNCIA 

1 . Definição : 

Seja a função f :1N* -► R , ou seja, f é uma função que faz corresponder ao natural 1 o número real a 1# 
n H- y = a n 

ao natural 2 o número real a 2 , ao natural 3 o número real a 3 e assim por diante. 

O conjunto das imagens a 1? a 2 , a 3 , ... escrito nessa ordem é chamado de seqüência real e é indicado por: 

( a i> a 2> a 3> •••> a n» •••) 

onde a t é o primeiro termo da seqüência, 
a 2 é o segundo termo da seqüência, 
a n é o n-ésimo termo da seqüência. 

Pode-se, também, indicar a seqüência por (a n ), n E IN*. 


2. Aplicação: 

1?) Assinale as afirmações corretas, considerando a função 
f :IN* R 

n i-* y = a n , onde a n = 3n 

a. (x) Ao natural 1, f faz corresponder o real a x = 3. 

b. ( ) Ao natural 1, f faz corresponder o real aj = 1. 

c. ( ) Ao natural 2, f faz corresponder o real a 2 = 4. 

d. (x) Ao natural 2, f faz corresponder o real a 2 = 6. 

e. (x) Ao natural 3, f faz corresponder o real a 3 = 9. 

f. (X) f = {(1; 3), (2; 6), (3; 9), (4; 12), (n; 3n), ...}. 

g. (x) Domínio de f é D = ]N*. 

h. ( ) Imagem de f é Im = {1, 5, 9, ..., 2n, ...}. 

i. (x) Imagem de f é Im = {3, 6, 9, ..., 3n, ...}. 
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j* (X) (3, 6, 9, ..., 3n, ...) é a seqüência definida por f. 

(X) a i = 3 é o primeiro termo da seqüência. 
m. ( ) a 2 = 6 é o terceiro termo da seqüência. 
n * (xO a 2 = 6 é o segundo termo da seqüência. 

°* (X) a 5 = 15 é o quinto termo da seqüência. 

2?) Considere a função f : IN* - R e complete: 

n h* y = a n , onde a n = 2n - 5 

a) Ao natural 1, f faz corresponder o real a t = — 3 . 

b) Ao natural 2, f faz corresponder o real = -1. 

c) Ao natural 3, f faz corresponder o real ^ = / 

d) Ao natural 4, f faz corresponder o real \ 

e) Ao natural n, f faz corresponder o real ^ = 2.72-0 

0 f = {(i; ..-3), ( ), .... ( n; '"2n-õ\ 

g) D(0 = J£L e Im (f) = 

h ) ( é a seqüência definida por f. 

i) O primeiro termo da seqüência é aj = -.3 

j) O segundo termo da seqüência é = — / 

1) O terceiro termo da seqüência é jr = f 

m) O oitavo termo da seqüência 6 mma jg m = // 

n) O vigésimo termo da seqüência é mm fgQ = 3Õ 

o) O n-ésimo termo da seqüência é = 2 m 7l m -õ 

3. Estudaremos apenas as seqüências onde os termos se sucedem obedecendo a uma certa lei de formação, 
deixando de lado as seqüências cujos termos são tomados ao acaso. 

Assim, estudaremos as seqüências dadas: 

19) Através da lei que associa a cada n a sua imagem a n , onde a„ é o termo geral da seqüência. 

Exemplo: a n = 3n - 1 

Então, a, = 3 • 1 - 1 = 2 

a 2 = 3 . 2 - 1 = 5 
a 3 = 3 • 3 - 1 = 8 
34 = 3*4 - 1=11 etc. 

E a seqüência é (2, 5, 8, 11, ...). 

2?) Através de uma lei de recorrência, ou seja, uma lei que permite calcular cada termo a partir do anterior, 
sendo conhecido o primeiro termo da seqüência. 

Exemplo: -j a ’ - ^ 

a n = a n _, + 5, com n > 2 

Então: a, = 2 

a 2 = a, + 5= 2 + 5 = 7 

a 3 = a 2 + 5 = 7 + 5 = 12 

a 4 = a 3 + 5 = 12 + 5 = 17 etc. 

E a seqüência é (2, 7, 12, 17, ...). 

4. Aplicação: 

19) Dada a função f :1N* -+ IR , complete: 

n ^ y = a n. onde a„ =5n 
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a) 0 

b) O 

c) O 

d) O 

e) 0 

0 A 


primeiro termo da seqüência é aj = ^ • 

segundo termo da seqüência é a 2 = 
terceiro termo da seqüência é a 3 = 
décimo quinto termo da seqüência é a 15 = 
quinquagésimo termo da seqüência é a so = 
seqüência é (5, /O , /Õ , <?£? , * * - 


j&L • 
2&Q. . 

... )• 


2?) Determine o décimo quarto termo da seqüência cujo termo geral é dado por a n = 


3n + 2 


a i4 - 


3.M+ 2 _42±2„U _ ^ 


.1.4... 


J.4... 


.1.4. Z. 


3?) Escreva a seqüência cujo termo geral é dado por a n = (~l) n . 

.). 


4?) D; 

{ 


Dada a seqüência através da lei de recorrência 
ai = 3 

a n = 2 • a n _! - 6, com n > 2, complete: 

a) O primeiro termo da seqüência é aj = „\3 mmm . 

b) O segundo termo da seqüência é a 2 = „ m Q„ • 

c) O terceiro termo da seqüência é a 3 = • 

d) O quarto termo da seqüência é a 4 = ..77../^?.... 

e) O sétimo termo da seqüência é a 7 = 

f) A seqüência é ( 


5?) Dada a seqüência através da lei de recorrência 
a! =-l 


a n = 


a 5 - 


a n -i + 2 

2 , com n > 2, determine o seu quinto termo. 

29 


...M... 


Exercícios a resolver: itens 1 a 5, pág. 16. 


TERMOS EQÜI DISTANTES DE UMA SEQÜÊNCIA 

5. Definição: 

Seja a seqüência (a^ a 2 , a 3 , ..., a n , ..., a p , a q , ..., a m , ...). 

Dizemos que dois termos a n e a m são termos equivalentes aos termos a p e aq se o número de termos que 
sucedem a n até a p é igual ao número de termos que precedem a m até a q e, reciprocamente, a p e a q são eqüidistantes 
de a n e a m se o número de termos que precedem a p até a n é igual ao número de termos que sucedem a q até a m . 
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Assim: 


a) a 13 e a 2S são eqüidistantes de 


a 16 e a 22 
a i8 e a 20 

< 

a 10 e a 28 
a 3 e a 35 


Veja graficamente: 


a 13 

J 


a 16 


a 22 


325 


a 13 



325 

_j 


aio a i3 

« 1— 


325 

I 


a 28 



a 13 


925 

1 


935 


b) a 20 e a 32 são eqüidistantes de < 


a 23 e &2Q 
a £2 e a 30 
a i6 e ajé 

a /g e Mo 


c) a n e a m são eqüidistantes de 


a n-2 e 

a . md. e a m-4 
a n-5 e 

* 

e a m+6 
a n+k e 
a ri ~ K e a m+k 


CONVERGÊNCIA 


Seja a seqüência (a n ), n E IN*, definida pela função f : IN* -► IR 

n h> y = a n 


Dizemos que: 


6. Seqüência convergente: 

A seqüência (a n ), n E IN*, é convergente se e somente se existir um número real a do qual se aproximam os 
valores de a n quando se faz n tender a infinito. 

Indica-se: lim a n = a e lê-se: “limite de a n quando n tende a infinito é igual a a”. 


Assim: 

a) Seja a seqüência onde a n = • Quando n tende a oo, o valor do quociente é aproximadamente 

igual ao valor de e podemos escrever: 


3n _ 3n _ 
n+1 ~ n 
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Portanto, lim a n = lim — = -^5- = 3 e a seqüência é convergente, 
n+oo n >oo n + 1 n n e 

b) Seja a seqüência onde a n = • Quando n tende a oo, o valor de é aproximadamente igual ao 

valor de e podemos escrever: 


3n-2 

4n 


3n 3 
4n 4 


Portanto, lim^ a n = Um^ e a seqüência é convergente. 


7. Seqüência divergente: 

Na seqüência (a n ), n G IN*, se os valores de a n se tornam “infinitamente grandes” ou se tomam “infinitamente 
pequenos” quando n tende a infinito, então essa seqüência é divergente. 

Indica-se: lim a n = oo e lê-se: “limite de a n quando n tende a infinito igual a infinito”. 

n -»oo 


ou lim a n = -oo e lê-se: “limite de a n quando n tende a infinito igual a menos infinito”. 


n>oo 


Assim: 

a) Seja a seqüência onde a n = 3n + 4. Quando n*oo podemos dizer que 3n + 4 tende a infinito pois o valor de 
3n tende' a infinito. 

Portanto, lim a n = lim 3n + 4 = oo e a seqüência é divergente. 

n -yoo n ->oo 

b) Seja a seqüência onde a n = - n + ^ . Quando n*oo, podemos escrever ~ ~pp = “5n e 0 va l° r de 

-5n tende a menos infinito. 

5n 2 

Portanto, lim a n - lim - — — - = -oo e a seqüência é divergente. 

n*oo n>oo n + 1 


8. Verifique se são convergentes ou se são divergentes as seqüências onde: 
3n 3 


a) a n = 


n 2 + 1 


Quando n>oo, você pode escrever 

3n 3 


3n 3 


3n 3 

n 2 + 1 “ tf* 


= 3 71 e o valor de 3n tende a 




Portanto, lim a n = lim 2 


n + l 


e a seqüência é 


2n 2 + 1 

b > a "='5^T7 


^ , 2n 2 + 1 

Quando n+ 00 , voce pode escrever — r~õ — r 

4n - 1 

2n 2 + 1 / 


2n l 


/ 


4tí 4 2 


Portanto, lim a n = lim — ^ = ~ õ" e a seqüência é CO/li/€iCie72^& 

n+00 n n->oo 4 n 2 _ 1 .... 4 .... '>'f 

c) a n = 


n 2 + n 
3ri 2 -1 


-j n 2 + n_n 2 

Quando n+oo voce pode escrever — ; = — r- 

3n 2 - 1 3n 2 


3 ~ 


Portanto, lim a n = lim — ^ y - n 
n*°o n>oo 3 n 2 - 1 


e a sequencia e 


conMtaente 


W 
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d) a n = 


n 2 + n + 1 
2n - 3 


Quando n+oo, você pode escrever n 2 * n * 1 s n ' e 0 valor de_ J" tende a 

Portanto, Um_a n = UnL~^~~r~='..‘í.... e a seqüência é . 


n+oo n+oo 2n - 3 




Exercícios a resolver: item 6, pág. 16. 


EXERCÍCIOS 


SEQÜÊNCIA A 


1) Considere a função f:lN* -> IR 

n i-> y =? a n , onde a n - 2n + 1 

e determine: 

a) O número real que f faz corresponder ao natural n = 1. 

b) O número real que f faz corresponder ao natural ri = 2. 

c) O número real que f faz corresponder ao natural n = 3. 

d) O número real que f faz corresponder ao natural n = 4. 

e) O domínio e a imagem da função f. 

f) A seqüência definida por f. 

g) O 10? termo e o 35? termo da seqüência. 

2) Determine o termo gerai, o 15? termo e p 146? termo da 
seqüência (2, 3, 4, n +1, ... ). 

3) Determine o termo geral, o 20? termo e o 116? termo da 
seqüência (5, 8, 11, 14, ..., 2 + 3n, ...-). 

4) Escreva a seqüência cujo termo geral é dado por: 
aX a n = 3 + 2n 


d) 



a n -i, n > 2 


e) 



a n f a n-i» n > 2 


f) 



a n-i, n > 2 


4- 2 

[_ a n = -5 + 2 • a n -i, n > 2 
f a, = -3 

h M 3 + a "-. >, 

a n = g , n ^ 2 


b) a n = -5 + n 

c) a n - 2 n 

d) a n = 2 n 


0 a n = (-l) n 

g) a n = n 2 

h) a n = 3 • 2 n i 

i) a n = 5 (-2)"' 1 

.v , 1 .n-2 

J) a„ = (-y) 


5) Escreva a seqüência definida 


a) 


b) 


c) 


{ 

{ 

{ 


a! = 2 

a n = 3 + a n _i, n ^ 2 


ai = -3 

a n = 4 + a n _i, n ^ 2 


a j = 3 

a n = 2 • a n-i» n > 2 


pela lei de recorrência: 


f a i = 3 

a„ = (-1)"" 1 * a n -i, n 


>2 


j) 


a, =-l 

a n = (y) n 1 • a n .i, n > 2 


6) Classifique as seqüências em convergentes e divergentes, 
calculando o limite do termo geral dado por: 


a n = 2 n 

h) 


10n 3 -n 

n 

a n - 

n + 3 

a " - n + 1 

i) 


2n - 5 

a n - 

n 2 +n 

a n = -2 + 3n 

j) 

a n = 

n 3 + 2n - 1 

1 

3n 3 - 5 

a n =- 





e) a n 


3n + 1 


5n 

n a 2n 3 

0 * n = " 7+7 

3n 2 

g) a n=“3 


n + 1 


16 




RESPOSTAS 


5) a) (2,5,8, 11,...) 


1) a) 3 

b) 5 

c) 7 

d) 9 

e) D = {l, 2, 3, ...}= IN* e lm = {3, 5, 7, 9, 11, ...} 
0 (3, 5, 7, 9, ...) 

g) aio =21; a35 = 71 

2) a n = n + 1 
a, s = 16 
a 146 = 147 

3) a n = 2 + 3n 

a^o = 62 
aii6 = 350 


b) (-3, 1, 5, 9, ... ) 


c) (3,6, 12,...) 

HW i i 1 i 

d) (4 > 8 > 16 - -) 

W 1 1 1 , 

e ) *■ 2 ’ 2 ’ 2 ’ 

O (-4, 2, -l,y , ... ) 

g) (2,-1, -7,-19,...) 

h) (-3, 0,-i-,-jy,...) 

i) (3, -3, -3, 3, 3, ... ) 


•w i 1 -L _L i 

J) l-i, - 2 ’ " g ’ “ 64 ’ •" ’ 


4) a) (5,7,9, 11,...) 

b) (-4, -3, -2,-1,...) 

c) (2, 4, 8, 16, ... ) 

, w i i 1 i 

d) ( 2 ’ 4 ’ 8 ’ ■" * 

w 1 23 . 

e) ( 2 ’ 3 ’ 4 ’ - ) 

O (-1, 1,-1, 1,...) 

g) (1,4,9, 16,...) 

h) (3, 6, 12,24,...) 

i) (5,-10,20,-40,...) 

j) (-2,1 ,-j.j,-) 


6) a) lim a n = oo, divergente 
b) lim a n = 1, convergente 

n*oo 


c) lim a n = °°, divergente 

n>oo 

d) lim a n = 0, convergente 

n-^oo 

3 

e) lim a n = -r- , convergente 
n>« j 

f) lim a n = -°°, divergente 

n-»oc 

g) lim a n = 0, convergente 

n>oo 


h) lim a n = oo, divergente 
n*» 

i) lim a n = 0, convergente 
n-><» 


j) lim a n = — , convergente 
n->« 3 


Seqüências Aritméticas 



a) esteja apto a reconhecer as seqüências aritméticas . 

b) conheça as propriedades de uma sequência aritmética. 

c) adquira as técnicas de cálculo com seqüências aritméticas. 


SEQÜÊNCIA ARITMÉTICA 

9. Definição: toda seqüência onde cada termo, a partir do segundo, é a soma do termo anterior com uma constante 
dada é chamada seqüência aritmética ou progressão aritmética (P.A.). 

Assim: 


[ 


a t = a 


a nM + r, com n > 2 


define uma progressão aritmética, onde o primeiro termo é a e r 


a constante chamada razão da P.A. 


10. Aplicação: 

19) Considere a seqüência (1, 3, 5, 7, 9, . . . , a^ . . . ) e assinale as afirmações corretas: 

a. (X) O primeiro termo da seqüência é 1. 

b. ( ) O segundo termo da seqüência é 2. 

c. (X) O segundo termo da seqüência é 3. 

d. (X ) a 2 — a^ 2 

e. (X) O terceiro termo da seqüência é 5. 

f. ( ) a 3 = aj + 2 

g. (X) a 3 = a 2 + 2 

h. (X) a4 = 7 

i. ( ) O quarto termo é igual ao segundo termo mais 2. 

j. (X) O quarto termo é igual ao terceiro termo mais 2. 

l. (X) a 4 = a 3 + 2 

m. (X) a 5 = a 4 + 2 
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n. (y) 0 quinto termo é igual ao quarto termo mais 2. 

o. (y) a n = a n . t + 2, com n> 2 

p. ( ) A constante é r = 3. 

q. (y) A constante é r = 2. 

r. (y) Na seqüência (1, 3, 5, 7, 9, . . . , i 

anterior com a constante 2. 

s. (y) A seqüência (1, 3, 5, 7, 9, , a n , 

t. (y) A seqüência (1, 3, 5, 77 9, ... , a n , 

2L X = 1 

a n = a n .j + 2, com n > 2 


. . . ), cada termo a partir do segundo é igual à soma do 

. ) é uma P.A. onde o primeiro termo é 1 e a razão é 2. 

. ) é definida por 


{ 


29) Considere a seqüência (-5, -2, 1 , 4, 7, . . . , a n , . . . ) e complete: 

a) O primeiro termo da seqüência é a! = ..-Jf.. . 

b) O segundo termo da seqüência é a 2 = .—. 2 .. e a 2 = a t + 3 = .—#5.. + 3 = .-. 2 .. • 

c) O terceiro termo da seqüência é a 3 = e a 3 = a 2 + 3 = .—. 2 ... + 3 = . 

d) O quarto termo da seqüência é a 4 = e a 4 = a 3 + 3 = + 3 = . 

e) O quinto termo da seqüência é a s = e a s = a 4 + ...á.... = + ...3.... = ....Z... 

f) O sexto termo da seqüência é a 6 = e a 6 = a s + ...jjí.... = ....7... + ....d... = ...7(2. • 

g) A seqüência (-5, -2, 1, 4, 7, . . . ) é uma ...y£Zí.... onde a 2 = ..-*5. e r = ...ú?.... • 

, - ...T.5.. 

h) A seqüência fica definida por ^ ^ ^ 


{::: 




com n > 2 


39) Considere a seqüência definida por 


fa 1 = 6 

1 a n = a n ., + 5, com n> 2 

a) A seqüência é (6, 11, . . . . .2.4.,. 26+,. ,.t...)...- 

b) Para n = 2, a 2 = + ...2).... ■ 

c) Para n = 3, a 3 = a 2 + + ...2.... ’ 

d) Para n = 4, a 4 = a 3 + ...3.... = a i + ...3... ' 

e) Para n = 5, a s = a + ...3.... = a, + .,,4:.,.. 


e complete: 


5. 

5. 

5. 

. 0 .... = a i + ... 5 .... ' 5 - 

g) Para n, a n = a f + ..3.... = a t + ( ) • 5. 

h) A seqüência (6, Ü, 16, 21, . . . ) é uma ..j&A*.. onde a i = ...6.... e r = • 


f) Para n = 6, a 6 = a^- 


RELAÇÃO ENTRE O n-ÉSIMO E O PRIMEIRO TERMO DE UMA P.A. 

11. A relação entre o n-ésimo e o primeiro termo de uma P.A. é dada por 

a n = a, + (n - 1) • r 

isto é, o n-ésimo termo de uma P.A. é igual ao 19 termo mais (n- 1) vezes a razão r. 

As sim , considere a P.A. onde o 19 termo é a, e a razão íre complete: 

a) Para n = 1, você tem o 19 termo, que é • 

b) Para n = 2, você tem o 29 termo, que é a 2 = ... 5 /.... + r - 

c) Para n = 3, você tem o 39 termo, que é a 3 = a, + ...2.... • r - 

d) Para n = 4, você tem o 49 termo, que é a 4 = ai + ...3.... ’ r> 

e) Para n = 5, você tem o 59 termo, que é as = a! + .... 4 ... • r. 

f) Para n = 20, você tem o 209 termo, que é a 20 = &i + ..49.... * r - 

g) Para n = 35, você tem o 359 termo, que é a 3s = ai + ..34... ' r - 

h) Para n qualquer, você tem o n-ésimo termo, que é a n = ai + ( .71-4. ) * r - 
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Então, a relaçao a n - + (n - l)r nos pennite calcular um termo qualquer da P.A. sem escrever todos os 

termos anteriores a ele. 

12. Aplicação: 

19) Seja a P.A. onde o 19 termo é 3 e a razão é 9. 

Calcule: 

a) O 59 termo da P.A. 

Como a n = ai + (n - l)r, a 5 = a! + • r = ^ + 4 • £ = 3.Q. 

b) O 119 termo da P.A. 

Como a n = 2l + (n-l)r, a u = a, + JQ... . r = A±J.Q.. f ..9....r....9á 

c) O 209 termo da P.A. 

Como a* = a 20 = ? 4 ±Jâ.,± 

d) O 249 termo da P.A. 

Como a n = , a 24 = 9/...? 

29) Seja a P.A. onde o 19 termo é 5 e a razão é -2. Calcule: 

a) O 39 termo da P.A. 

Como a n = a, + (n- l)r, a 3 = 

b) O 59 termo da P.A. 

Como a„ « »s = 

c) A P.A. , (5, 

d) O 329 termo da P.A. 

Como a n = , a 32 = 

e) O 1019 termo da P.A. 

Como a n = , 3 loi = £.±ZQP/-2)^-J£$ 

39) Calcule o 19 termo de uma P.A. e escreva a P.A., sabendo que o 89 termo é 23 e a razão é 3. 

Como a n = ai + (n - l)r, a 8 = aj + ....7... • r e substituindo a 8 por 23 e r por 3, vem: 

.23. = Z..±Z.:A 

JSãL = 

a. = 

A P.A. é (2, Õ x .aUi.,,J... 

49) Calcule a razão de uma P.A. e escreva a P.A., sabendo que o seu 19 termo é -14 e o 79 termo é 10. 

Como a n = aj + (n - l)r, a 7 = a t + ...3 ’ r e substituindo o valor de a! e a 7 vem: 

JP.. = -J4.t.6.,.± 

.JO.tM 



A P.A. é (-14, -10, z6.j..z2 7 ..2.?..:.:.-..) 

59) Numa P.A. o seu 19 termo é 9, a razão é -4 e um de seus termos é igual a -39. Calcule a posição deste 
termo na P.A. 

Como a n = a! + (n - l)r, -39 = mmm $ mmmu + (n - 1) • ( ) e resolvendo essa equação em n, vem: 
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-39 = 

A?&.=../d.t.ã9.. 

áAksJSZ. 

...a.t. Jâ. 

Portanto, -39 é o termo da P.A. 

69) Calcule o 209 termo de uma P.A., sabendo que o seu 49 termo é 5 e a razão é 2. 

Para calcular a 20 , você precisa do valor de ai que será calculado a partir do a 4 . Faça então: 
a 4 = ai + ...C?... • r =► ...wL.. = &i + 

..À..z 



1 

II 

..V 


SQ • r => a 20 

= -U 19. 

2-37 




Portanto, o vigésimo termo da P.A. é .3.7... • 


79) Sabendo que 2x - 3, 3x - 4 e 2x + 5 são termos consecutivos de uma P.A., calcule x e escreva esses 
termos. 

3x-4 = 2x-3 + r =>r= X - 1 


2x + 5 = 3x-4 + r => r = 

Os termos são ...7... , ...XX.. e . 


y => x 


- 1 = -x ^ 9 


=> X = 


70 


Exercícios a resolver: itens 1 a 27, pág. 23. 


13 . 


Propriedades de uma P.A. 

1?) Na P.A. (a,, a 2) a 3 , . . . , a n a n+k a„,. k , . . . , a™, . . . ), onde o 19 termo é a, e a razão 

é r, vale a relação: 


a n + a m ~ a n+k + a m-k 

ou seja, a soma de dois termos quaisquer de uma P.A. é igual à soma de dois termos eqüidistantes a eles. 
Em particular: 

a ) a i + a n = a i+k + a n-k 

b) a n = an ~ k ^ an +.L ? isto é, cada termo de uma P.A. é a média aritmética de dois termos quaisquer 
eqüidistantes a ele. 

_ ^ _ a n-k + a n+k 

De fato: a n _k + an+k = a n + a n = 2a n => a n - ^ 

a n _ « a n +i A . 

c) a n = — ^ onde a n-i > a n e a n+i sao tres termos consecutivos. 
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2?) Üma P.A. com a razão diferente ae zero é sempre divergente, isto é, lim la n l = oo 

n+oo 

De fato: lim la n l = lim la, + (n-l)rl = 

n-»-oo n+oo v y 


SOMA DOS n PRIMEIROS TERMOS DE UMA P.A. 


14. Na P.A. (a,, a 2 , .... a n , a n+1 , . . . ) a soma dos n primeiros termos é dada por 

O _ n . (a, + a„) 

^ 2 

De fato: S n = a, + a 2 + a 3 + ... + ... + a n _, + a n ou 

Sn = a n + a n .j + a n _ 2 + ... + ... + a 2 + a, 

e somando membro a membro, vem: 2S n = (a, + a„) + (a 2 | a n .,) + (a 3 + a n . 2 ) . . . + (a n ., + a 2 ) + (a n + a,) 

, a, + a„ a, + a n a, +^a„ 




n(a, + a n ) 


IS. Aplicação: 

19) Calcule a soma dos 10 primeiros termos de uma P.A., onde o 19 termo é 2 e o 109 termo é 47. 

Cnrnn <5 n ( a i + a n) iQi (2 tAZl n A c 

Como S n - ^ , Sjo = 2^ = # 


29) Calcule a soma dos 12 primeiros termos de uma P.A., ontíe a! = -4 e r = 5. 
Para calcular S 12 , você precisa calcular antes a 12 . 

Assim: a 12 7^ *55 * 51 


>12 


12 (-4 ± 5i') = 282 


39) Calcule a soma dos 8 primeiros termos de uma P.A. cujo oitavo termo é 12 e a razão é 5. 
Para isso complete: 

as ~ 12 = ~ a, = 

„ 8 (-23 / 12) 


-44 


49) Escreva a P.A., sabendo que a soma dos vinte primeiros termos é 380 e que o vigésimo termo é 57. 
Para isso complete: 

íol ^ 3 Q 0 _ JO.. (a, + ) -570+380 


S20 = 


z 


2l 


70 


a, = 


-790 

10 


-19 


^20 = Z.t.íPZ. c 

a p.A. é 


7.1... - -lí... • 11... • ,<>.= ^ 1 
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Exercícios a resolver: itens 28 a 40, págs. 23 e 24. 


EXERCÍCIOS 

SEQUÊNCIA A 

1) Em cada seqüência aritmética abaixo, calcule: 

a) a razão de (2, 5,8,...). 

b) a razão de (-10, -8, -6, . . . ). 

c) a razao de (^, ^ ^ » • • . ). 

d) o 2?9 termo de (13, 9, 5, . . . ). 

e) o 349 termo de (5, -2, -9, ... ). 

f) o 151? teimo de (8, -y- . 7, . . . ). 

g) o 1009 termo de (-3, 1, 5, . . . ). 

h) o 459 termo de (3n, 6n, 9n, ... ). 

2) Conhecendo o valor de a n , calcule a sua posição em cada 
uma das seqüências aritméticas abaixo: 

a) a n = 72 na P.A. (2, 7, 12, ... ). 

b) aj] — 2 P.A. ( 2 » 2 » 2* ' " ’ 

c) a n = -172 na P.A. (-1, -4, -7, . . . ). 

d) a n = -393 na P.A. (3, -1, -5, . . . >. 

e) a n = 20n - 19 na P.A. (n, 2n - 1, 3n - 2, . . . ). 

3) Calcule o 259 termo de uma P.A. cujo 19 termo é 12 e 
cuja razão é -5. 

4) Calcule o 439 termo de uma P.A., sabendo que aj = -20 
e que a n = a nM + 7. 

5) Calcule o 139 termo de uma P.A., sabendo que a x = 48 e 
que a n = a nM + -y. 

6) Calcule a razão e escreva a P.A., sabendo que o seu 19 termo 
é -48 e o 159 termo é -90. 


16) Calcule o valor de x, sabendo que 2x + 7, 3x e 5x - 11 
são três termos consecutivos de uma P.A. 

x 2x — 

17) Calcule o valor de x, sabendo que y, y e x - 1 são 
três termos consecutivos de uma P.A. 

18) Escreva três termos da forma -4x, 10x e 6x + 9, sabendo 
que são três termos consecutivos de uma P.A. 

2 

19) Escreva três termos da forma 3x, x e x +-y, sabendo que 
são três termos consecutivos de uma P.A. 


20) Escreva uma P.A. onde 

x - 10 x - 5 
forma r , — ; — e 


os tres primeiros termos sao aa 
6 _ 

5* 


21) Escreva uma P.A. onde os três primeiros termos são da 

forma 2x e x + 2. 

22) Determine as medidas dos ângulos internos de um triângulo 
retângulo, sabendo que essas medidas são tfes termos conse- 
cutivos de uma P.A. 

*1 2 2 

23) Determine o valor de x, de modo que x 2 , (x - 1) e (x - 5) 
sejam termos consecutivos de uma P.A. 

24) Escreva uma P.A. onde a soma de seus três primeiros termos 

, 3 

é 3 e o produto deles e y. 

25) Calcule as medidas dos lados de um triângulo retângulo, 
sabendo que o seu perímetro é 12 cm e que essas medidas 
são os três primeiros termos de uma P.A. 

26) Escreva uma P.A. onde a soma do 29 termo com o 79 termo 
é -10 e a soma do 49 termo com o 99 termo é 6. 

27) Escreva uma P.A. onde a soma do 49 termo com o 89 termo 
é 20 e o 319 termo é o dobro do 169 termo. 


28) Calcule a soma dos 35 primeiros termos de uma P.A. onde 
o 19 termo é -12 e a razão é 5. 


7) Escreva uma P.A. cujo 19 termo é 4 e o 209 termo é -15. 

8) Escreva uma P.A. onde a! = -25 e aio = 

9) Calcule a posição do termo = -400 numa P.A. onde o 
19 termo é 65 e a razão é -15. 

10) Numa P.A., sendo a x = -10, r = -8 e a n = -362, calcule 
o valor de n. 

11) Numa P.A., sendo ai = 240, i = -7 e a n = 2, calcule o 
valor de n. 

12) Calcule o 19 termo e o 109 termo de uma P.A. cuja razão 
é 3 e o 159 termo é 44. 

13) Calcule o 89 termo de uma P.A. cuja razão é 8 e o 209 termo 
é 155. 

14) Calcule o 109 termo de uma P.A., onde r = -y e = -13. 

15) Calcule o 209 termo de uma P.A. cujo 19 termo é 2 e o 
159 termo é -152. 


29) Calcule a soma dos 20 primeiros termos de uma P.A. onde 
o 19 termo é -7 e a razão é 3. 

30) Calcule a soma dos 49 primeiros termos de uma P.A. onde 
o 19 termo é 37/1” e a razão é -5/T 

31) Calcule a soma dos 100 primeiros termos de uma P.A. onde 
r = 1 e a loo = 204. 

32) Calcule a soma dos 15 primeiros termos da P.A. (5, 2, -1, 
-4, . . . ). 

33) Calcule a soma dos 31 primeiros termos da P.A. (-8, -3, 

2 , . . . ). 

3 1 

34) Calcule a soma dos 20 primeiros termos da P.A. (-y -y 



35) Calcule a soma dos 30 primeiros números ímpares positivos. 

36) Calcule a soma dos 55 primeiros termos de uma P.A., 
sabendo que o 69 termo é igual a -3 e a razão é 5. 
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37) Escreva uma P.A., sabendo que a soma dos seus 8 primeiros 
termos é -20 e a razão é -3. 

38) Calcule o 7? teimo de uma P.A., sabendo que am = — 

17 8 

e a 4 = X . 

39) Calcule o 329 termo de uma P.A., sabendo que a 31 = -42 
e a 33 = “30. 

40) Calcule o 159 teimo de uma P.A., sabendo que a 3 = — - e 

59 4 


24) ( T’ 1 *T> • • • > P ara 1 = \ e (y, 1, y, . . . ) 
para r = -y 

25) 3 cm, 4 cm e 5 cm 

26) (-19, -15, -11, -7, ...) 

27) (0, 2, 4, 6, ... ) 


RESPOSTAS 

1) a) r = 3 
b) r = 2 

d) a 23 = -75 

e) a 34 = -226 

0 a 151 = -67 

g) a ioo = 393 

h) a 45 = 135n 

2) a) n = 15, 159 termo 

b) n = 32, 329 termo 

c) n = 58, 589 termo 

d) n = 100, 1009 termo 

e) n = 20, 209 termo 


3) a 25 = -108 


4) 343 = 274 

5) a i3 = 54 


6) r = -3; (-48, -51, -54, 

7) (4, 3, 2, 1, 0, ... ) 

8) (-25, -21, -17, ...) 

9) n = 32, 329 termo 

10) n = 45 

11) n = 35 

12) a, = 2; a 10 = 29 

13) a 8 = 59 

59 

14) a 10 = — j- 

15) a2o = -207 

16) x = 4 


17) x = -12 

18) -2, 5, 12 

19) _A _J_ _L 

} 5 * 5 9 5 

21) (1, 2, 3, 4, ...) 

22) 309, 609 e 909 


) 


28) S35 = 2555 

29) S20 = 430 

30) S 49 = -4067/7 

31) Si® = 15450 

32) S,s = -240 

33) S 31 = 2077 

34) S20 = 80 

35) Sjo = 900 

36) S ss = 5885 

37) (8, 5, 2, -1, ... ) 

38) 87 = 4 

39) a 32 = -36 

40) a 15 = 

SEQÜÊNCIA B 

1) Calcule a soma dos 20 primeiros termos de uma P.A., 
sabendo que o 59 termo é 17 e o 109 termo é 32. 

^ - 3 y a , = v5 ; | o- 62 ; & = 670 

zo 

2) Calcule o 159 termo de uma P.A., sabendo que a soma dos 
4 primeiros termos é -78 e que o 119 termo é igual à soma 
do 19 com o 69 termo. 

- -*5, % = -ó7 

3) Escreva uma P.A., sabendo que a soma dos seus 10 primeiros 
termos é 55 e a soma dos seus 6 primeiros termos é -3. 

't=3r*, = -6 } (-8, -5, -2 7 1, 4, ...) 

4) Calcule a soma dos 16 primeiros termos da P.A. ( n + \ 

" + 2 » 4 3 " 

n ’ n ’•••'• 

t^J- 7 % , 3 = 16/i z j 136 

71 ' re 7b 

5) Calcule a soma dos múltiplos de 6 não negativos menores 
que 100. 

a t *0)1.6} %-96i 7b- /7) 3=876 

17 
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6) Calcule a soma dos números ímpares compreendidos entre 
100 e 500. 

- 707 } b = 2 499-, n = 200 -, 

S t = 60000 

7) Calcule a soma dos múltiplos positivos de 9 formados por 
3 algarismos. 

706 / * « ^ = 700 ; 

S-- 55.350 

8) Calcule o número de múltiplos de 15 compreendidos entre 
100 e 3500. 

S f= 705 = 3499; 7 í= 227 ntímeboí 

9) Quantos são os números de 3 algarismos que não são 
divisíveis por 3? 

(Sugestão: dos 900 números de 3 algarismos subtraia o 
total de números divisíveis por 3.) 

300 7uímeKTi a 'ívóocwóó pot, 600 

7uím#toi não' dcriicMÕi ptot 3 


10) Determine a expressão da soma dos n primeiros números 
ímpares naturais. 

* “ 2; **, = ■/ + (n-7j. 2 } s n.~ n z 

11) Escreva uma P.A., sabendo que o produto do 19 termo 
pelo 49 termo é 90 e o produto do 29 termo pelo 39 termo 
é 108. 

(- 76, -72,-9, -6, aa 

06, 9, 72, 76, ) pa,ux, £ = 3 & 

(76,72,9, • • • J#u í'6, -9, -72,.-) 
pata, t = -3 

12) Calcule o termo geral de uma P.A. cujo primeiro termo é 
5 e cuja soma dos n primeiros termos é n 2 + 4n. 

3 7!s = 2 7Z •/ 3 
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Seqüências Geométricas 



a) esteja apto a reconhecer seqüências geométricas . 

b) conheça as propriedades de uma sequência geométrica . 

c) adquira as técnicas de cálculo com seqüências geométricas . 


SEQÜÊNCIA GEOMÉTRICA 

16. Definição: toda seqüência, onde cada termo a partir do segundo é o produto do termo anterior por uma 
constante dada diferente de zero, é chamada seqüência geométrica ou progressão geométrica (P.G.). 

Assim: 

r a x =a 

[ a n = a n .! • q, com n> 2 e q =£ 0 

define uma progressão geométrica, onde o primeiro termo é a e q é a constante chamada razão da P.G. 


17. Aplicação: 

1?) Considere a seqüência (2, 6, 18, 54, 162, ... ) e assinale as afirmações corretas: 

a. (X ) O primeiro termo da seqüência é 2. 

b. ( ) O segundo termo da seqüência é 5. 

c. (X) O segundo termo da seqüência é 6. 

d. (X ) a 2 ~ a i • 3 

e. (X) 0 terceiro termo da seqüência é 18. 

f. ( ) a 3 = aj • 3 
g- (X) a 3 = a 2 • 3 

h. (X) a 4 = 54 

i. (X ) a 4 = a 3 • 3 

j. ( ) a 4 = aj • 3 

l. (X ) a 5 = a 4 • 3 

m. (X) a n = a n _i • 3 
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n. (X) A constante é igual a 3. 

o. (X) Na seqüência (2, 6, 18, 54, 162, .... a n , ... ), cada termo a partir do segundo é igual ao produto do. 

termo anterior pela constante 3 

p. ( ) A seqüência (2, 6, 18, 54, 162, ..., a n , ... ) é uma P.G. onde o primeiro termo é 2 e a razão é4. 

q. (X) A seqüência (2, 6, 18, 54, 162, ..., a n , ... ) é uma P.G. onde o primeiro termo é 2 e a razão é 3. 

r. (X) A seqüência (2, 6, 18, 54, ..., a n , ... ) é definida por 

f a, =2 

1 a n = a n .j • 3, com n > 2. 


2?) Considere a seqüência (3, -6, 12, -24, 48, -96, ... ) e complete: 

a) O primeiro termo da seqüência é aj = 

b) O segundo termo da seqüência é a 2 = -6 e a 2 = aj • (-2) = • (-2) = Q . 

c) O terceiro termo da seqüência é a 3 = 12 e a 3 = a 2 • (-2) = * ( _ 2) = ........ 

d) O quarto termo da seqüência é 2 ^ = -24 e a 4 = a 3 • (-2) = ..t?...... • (-2) = • . _ 

A. o ) — ÕA Y— 2) _ 4-8 

e) O quinto termo da seqüência é a s = 48 e a 5 = a 4 • } ..£/ = ....~2l. ’ ~ —?yg * 

f) O sexto termo da seqüência é a 6 = -96 e a 6 = a 5 • \ ~ = . . BB... .7. • 

g) A seqüência (3, -6, 12, -24, 48, -96, ... ) é uma ..B.Ç.:.. onde o primeiro termo é ai = e q = 




3?) Considere a seqüência definida por 


p- , 

L a n = a n-i * ~2 » 

a) A seqüência é (8, 4, 2 f 1 \ -Jr t 


com n > 2 


e complete: 


b) Para n = 2, a 2 = a x • —g~ = 4 

c) Para n = 3, a 3 = a 2 • -rj- = a! • (-—) 2 = 8 • 


/ / / 

d) Para n = 4, a 4 = a 3 • -g- = a x • (-j) 3 ~8 • ^ 

/_ ( ^ Q ^ / 

e) Para n = 5, a 5 = a 4 • = a! • ) -O • ~ 

/ / / ) s o / / 

0 Para n = 6, a 6 = a 5 • = a x • ( J = O • ^5 ~ 

/ / / ) 7 ^- / 

g) Para n, a n = f • -^r = a i 

h) A seqüência (8, 4, 2, 1,—-, ... ) é uma on( k a x = e q - ^ 


/ 


RELAÇÃO ENTRE O n-ÉSIMO E O PRIMEIRO TERMO DE UMA P.G. 

18. A relação entre o n-ésimo e o primeiro termo de uma P.G. é dada por 

a n = a i • q n l 

isto é, o n-ésimo termo de uma P.G. é igual ao produto do 1? termo pela razão elevada ao expoente n - 1 
Assim, considere a P.G., onde o 1? termo é a x e a razão é q, e complete: 

_ d 

a) Para n = 1, você tem o 1? termo que e ># / # ... . 

b) Para n = 2, você tem o 2? termo que é a 2 = • q. 

2 

c) Para n = 3, você tem o 3? termo que é a 3 = a x • q— • . 
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d) Para n = 4, você tem o 4? termo que é a 4 = aj • q*â. 

e) Para n = 5, você tem o 5? termo que é a s = a t • q^- 

f) Para n = 20, você tem o 20? termo que é a 2 o = • q— 

g) Para n = 35, você tem o 35? termo que é a 35 B a,.^ t 

h) Para n qualquer, você tem o n-ésimo termo que é a n = aj • q— 

Então, a relação a„ = a, • q"' 1 nos permite calcular um termo qualquer da P.G. sem escrever todos os termos 
anteriores a ele. 


19. Aplicação: 

1?) Seja a P.G. onde o 1? termo é 3 e a razão é 2. 

Calcule: 

a) O 6? termo da P.G. 

Como a n = a, • q"' 1 , a 6 = a, • q-- = 06 

b) O 8? termo da P.G. 

Como a n = a, • q"' 1 , a 8 = a, . = 3.2^3^26^384 

c) O 11? termo da P.G. 

Como a n = a, . q"' 1 , a n = a, • q& = 3. : J™.= 3>/024 = 5072 


2?) Calcule o 1? termo de uma P.G. e escreva a P.G., sabendo que a s é -80 e a razão é 2. 
Como a n = aj • q n *, a s = a, • q—, substituindo a s por -80 e q por 2 vem: 

~§Q... = => a, = -jg- = -5 

A P.G. é (-5, * * ) 

3?) Calcule a razão de uma P.G. e escreva a P.G., sabendo que o seu 1? termo é -j e a 8 é 

Como a n = a, • q n_1 , a 8 = a, • q--- , substituindo a, e a 8 pelos valores dados vem: 

/ ' .7 7 _L_ 

2187 q 


.4374 2... * q '"‘ q? 'WãlllMW. q? = ( 1 )7 

APG - 6( b £.:.M 


/ 

3 


1 / ) 
18 1 5? 7 ** V 


4?) Calcule a razão de uma P.G. e escreva a P.G., sabendo que a s é 405 e o 1? termo é 5. 
Como a n = a, • q *, a s = • q---, substituindo a s e ã t pelos valores dados vem: 


405 m 5 . * 


q- 


4 405 

q = — c— 


= 61 


q 4 = 81 


Portanto, q = 3 ou q = ' 3 


E, para q = 3, a P.G. é (5, X-fcí 405 ? . . • ] 
para q = -3, a P.G. é (5, • * • 2 

59) Calcule o valor n numa P.G. onde a, = 8, a n = 1944 e a razão é 3. 
Substituindo os valores dados, na relação a n = aj-q 11 " 1 , vem: 

1944" = 8 . 3 n-i ^ 243 = 3 n-. _ 


3--- = 3"' 1 


q 4 = (±3) 4 


= n 


= tf 
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6?) Calcule o 10? termo de uma P.G., sabendo que o 7? termo é 192 e a razão é -2. 
Como a n = a t • q”’ 1 , a 7 = a, • q& e substituindo pelos valores dados vem: 


- a. • C-2)' i— », 

Lo?®» ®io = 3i • q - ^ •»- ■ — ã- aio 


r 


7?) Calcule a razão de uma P.G. onde o 6? termo é 36 e o 4? termo é 81. 

Como a n = ai • q n_1 , a 6 = ai • q** 5, e a 4 = a t • q**^**, substituindo pelos valores dados temos: ..ájjT. = 
= a x • q ,# ^' e = a! • q*^* e, dividindo membro a membro, 


vem: 


36 _ a i ( i 5 

..£1... " a lQ 3 


Você obteve 





8?) Sabendo que 2x -7, x+ 1, x+ 7 são três termos consecutivos de uma P.G., calcule x e escreva esses 
termos. 

Para isso complete: 

x + 1 = (2x - 7) • q => q = £ j 

’*7=<x+l)-q 

e resolvendo essa equação vem: ,. 7 t...í.. 7 ... 2-..??.. .7Í. . .77. f?Q... 

.aÍ±âx..z.3Q. 

Você obteve x = -10 ou x = 5 

Portanto, para x = -10 os termos são .77.. 2.7.. . » .77..'?... e para x = 5, os termos são 3 , 



x + 1 ,T -/• 7 
2x - 7 JÇ3Í.X 


Exercícios a resolver: itens 1 a 20, págs. 32 e 33. 


20. Propriedades de uma P.G. 

í?) Numa P.G. (a ls a 2 , a 3 , 
relação 


a n , ..., an+k, ..., am.k, ..., a m , ...) onde o 1? termo é a! e a razão é q, vale a 


a n * a m = a n+k * a m-k 


isto é, o produto de dois termos é igual ao produto de dois outros termos eqüidistantes deles. 
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Em particular: 

a ) a i • a n = a i+k * a n-k 

b) a„ = a n _k • a n + k e |a n | = V a,,^ • a n+k , isto é, cada termo em módulo é igual à média geométrica 
entre dois termos quaisquer eqüidistantes a ele. 

c ) a n = a n -i • a n+i j onde a n _!, a n e a n+1 são três termos consecutivos da P.G. 

2?) Uma P.G. onde - 1 < q < 1 e q=É0 é sempre convergente, isto é, lim a n = 0. 

n*oo 

De fato, quando n*<x>, q 11 ' 1 tende a zero, pois q é um número decimal entre -1 e 1. 

Assim, lim a n = lim a t • q 11 ’ 1 = 0 

n*oo n*oo 


SOMA DOS TERMOS DE UMA P.G. 

21. Soma dos n primeiros termos. 

Numa P.G. (a 1? a 2 , a 3 , ..., a n , a n+1 , ... ), com q ¥= 1, a soma dos n primeiros termos é dada por 

c a i~ a n • q 

" 

De fato, S n = a, + a 2 + ... + a n 
e multiplicando ambos os membros por q vem: 

S n • q = a, • q + a 2 • q + ... + an., • q + a n • q 
S n • q = a 2 + a 3 + ... + a n + a n • q 

a i - a n • q 

Portanto: S n - S n • q = a! - a n • q <=> S n = — - — com q 1 


22. Limite da soma dos termos de uma P.G. convergente. 


O limite da soma dos termos de uma P.G. convergente é 

lim S n = S =~r ^ — , com -1 < q < 1 e q^O 

n*oo 1 - q 


De fato, lim S n 

n-*oo 


= lim 

n+oo 


a i ~ a n * q 
1 -q 


a i 

1 -q 


pois quando n*oo, a n -»0 


23. 


Aplicação : 

1?) Calcule a soma dos 6 primeiros termos de uma P.G. cujo primeiro termo é -20, a razão é y e o 6? 
termo é - . 
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Como S„ = 
-20 + 


1 

. 2 .. 


a i ~ a n • q 
1- q 

3 

76 _ 



3 75 
76_ 

/ 

.X. 



-J5±±i± 

~ - - 4 , 


2?) Calcule a soma dos 9 primeiros termos de uma P.G., sabendo que a! = 6 e q = -2. 
âj “ ân • q a i “ * q 

Como S n = ; , S 9 = e para calcular S 9 você precisa do valor de a 9 


Assim 


1-q 7 ' 1-q 

)6 


im ; a 9 = 7..*£53(5* 


c o _ <5- 75ò6.(-2j . 6-7-3072 3078 

' s> ■ izzzzj. :..ZãZ.:J£7 6 


3?) Calcule o limite da soma dos termos da P.G. (-18, -6, -2, ...)• 


a« 

Como lim S n = S = 

n><» 1 -q 


, você precisa do valor da razão para calcular S. 


Assim: a 2 = ai • q < — = » • q <= 

es. ^@---27 


q = 


-6 J_ 

3 


1 - 


Z32... 
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4?) 


O limite da soma dos termos de uma P.G. é 4 e a razão é - -3- . 

O 

Calcule o 1? termo da P.G. e escreva a P.G. 





A P.G. é ( 



â T 0 0 . 

76 ....... 7 . 28.1 7024 . 7.1 "• / 


5?) Escreva uma P.G. onde a soma dos 5 primeiros termos é 605 e a razão é 3. 


Como S n 


a i - a n • q c _ a i - 


, S s =. 


1-q 

Sabendo que a s = a! • q 4 , 


vem: 603 = a > ~ a i , .g’.f..:..g..... 
..L-.4-. 




para escrever a P.G., você precisa do 1? termo a^ 


a _ tf , 3 

d<95 = ' 


. 1 .- 3 .. 

(-2). 606 • 243 

7 '7JML 


242 


- 6 


A P.G. é ( 3.7....7.3.J.77.J.... 
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PRODUTO DOS n PRIMEIROS TERMOS DE UMA P.G. 


24. Numa P.G. (ai, a 2 , ..., a„, a n+ , , ... ) o produto dos n primeiros termos é dado em módulo por: 

IP„I = (a, • a„) n 

= 3 j • a 2 • 83 ... a n .j • a n 

Pn = a n • a n-i • a n -2 — a 2 • a i e multiplicando membro a membro vem: 

P n = ( a i * a n) * ( a 2 ^ a n-i) * ( a 3 *^ 1 - 2 ) ( a n-‘ ’ a ^ ' * a ‘) 

a i ' a n a i • a n a i • a n 

Pn = ( a i • a n) n ~ I P„ I = V(a, • a n ) n 

25. Aplicação: 

1?) Calcule, em módulo, o produto dos 7 primeiros termos de uma P.G., onde o 1? termo é - — e a 

64 

razão é -4. 

Como IP n l = V (ai • a n ) n , |P 7 | = • a 7 )“^ para calcular esse produto, você precisa do valor 

de a 7 . 

teim: a, - . . . - -g- • ('-<'/ = - -4- . , - S „ _ 64 

‘ IP ” 1 ■ N / P 7 Ír-(-64W - 'f = ~t~ 


De faio: 
ou 


2?) Calcule, em módulo, o produto dos oito primeiros termos de uma P.G., onde o 1? termo é — e a 
_ , 2 16 
razao e — . 

T = 


P 

s 


-vr 


õ $ „ 

8 = 1 "9 


lf • (■$■/• 


. 2' 
T' 


2j 

" 3< 






1296 


Exercícios a resolver: itens 21 a 35, pág. 33. 


EXERCÍCIOS 
SEQUÊNCIA A 

1) Dadas as seqüências geométricas abaixo, calcule: 

a) a razão de (1, 2, 4, 8, ... ). 

b) a razão de (64, -32, 16, -8, ... ). 

c) a razão de (-3, -6, -12, ... ). 


d) a razão de , y , ... ). 

e) o 6? termo de i , -i, ... ). 

0 o 11? termo de (1024, 512, 256, ... ). 

g) o 23? termo de (-| , j , j , ... ). 

h) o 8? termo de (-72, -24, -8, ...). 

i) o 6? termo de (j >-j ,-j . -)• 

j) o 7? termo de (y , j , ... ). 
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2) Calcule o 1? termo e escreva a P.G. cuja razão é 2 e cujo 
9? termo é 512. 

3) Escreva uma P.G. onde a razão é — j e o 10? termo é ^ j • 

4) Escreva uma P.G. onde a razão é -y e o 8? termo é - . 

5) Calcule a ordem do termo a n = 48 numa P.G. onde o 1? 
termo é 3 e a razão é 2. 

6) Calcule a razão de uma P.G. onde o 1? termo é 3 e o 6? 
termo é 96. 

7) Calcule a razão de uma P.G. onde o 39 termo é 1 e o 
69 termo éyyy. 

8) Escreva uma P.G. onde o 49 termo é 2 e o 69 termo é 18. 

9) Calcule o 109 termo de uma P.G. de razão --y e cujo 59 

termo é 3. 

10) Escreva uma P.G. onde o 39 termo é -16 e o 69 termo é 2. 

# i j 

11) Calcule o valor de x, sabendo que -3- , x e — são três 

y 81 

termos consecutivos de uma P.G. 

12) Escreva três termos da forma 5x-2, x + 2ex-7, sabendo 
que são termos consecutivos de uma P.G. 


27) Escreva uma P.G., sabendo que a soma dos 4 primeiros 
termos é 40 e a razão é -y . 

28) Escreva uma P.G. de razão -y e cuja soma dos 5 primeiros 
termos é - 55. 

29) Escreva uma P.G. de razão 4 e cuja soma dos 5 primeiros 

, 341 

termos e -yy. 

30) Calcule, em módulo, o produto dos 6 primeiros termos de 
uma P.G. cuja razão é 2 e cujo primeiro termo éyy. 

31) Calcule, em módulo, o produto dos 8 primeiros termos da 

PG ? L ) 

r 1 1024 ’ 128 ’ 16 ’ 

32) Calcule o limite da soma dos termos das P.G.: 

a) (1, j • 4 > g ’ •" )' 

b) (-54, -18, -6, -2, ...). 

c) (1 i 1 ...). 

w v 2 * 3 » 9 ’ ••• '• 

d) (10, 5,-|, ...). 

e) (0,5; 0,05; 0,005; ...). 


13) Escreva três termos da forma x+ 1, 5x - 1 e 13x + 1, sabendo 
que são termos consecutivos de uma P.G. 

14) Escreva uma P.G., sabendo que os seus três primeiros termos 
são da forma (x - 2) 2 , 3 - x e 1. 

15) Escreva uma P.G., sabendo que os seus três primeiros termos 
são da forma x - 4, x - 1 e 3x + 1. 


16) Calcule os três primeiros termos de uma P.G. de razão 4, 
sabendo que o produto desses termos é 27. 

(Sugestão: chame os termos dey, x e 4x.) „ 

17) Escreva uma P.G. onde o 29 termo é 8 e a soma dos seus 
três primeiros termos é -12. 

18) Escreva uma P.G. onde o 19 termo é 15 e a soma dos três 
primeiros termos é 315. 


19) Calcule três números em P.G. cujo produto é 125 e cuja 
, 35 


soma e -y . 

(Sugestão: chame os termos de—, 


x e x • q.) 


20) Escreva uma P.G. onde a soma dos três primeiros termos 
é -14 e o produto desses termos é 216. 


21) Calcule a soma dos 8 primeiros termos da P.G. (1, 2, 4, ...). 

22) Calcule a soma dos 10 primeiros termos da P.G. (-1, 2, -4, 

8 , ...). 


23) Calcule a soma dos 6 primeiros termos da P.G. (54, -18, 

6 , ...). 

24) Calcule a soma dos 9 primeiros termos da P.G. (“4"» “4"» 

.± , 8 

25) Calcule a soma dos 7 primeiros termos da P.G. (y, -y, 

f.., 

26) Calcule a soma dos 8 primeiros termos da P.G. (-l,y , — y, 

± ). 

8 * mmm)m 


f) (0,13; 0,0013; 0,000013; ... ). 

g) (0,04; 0,0004; 0,000004; ... ). 

h) (0,3; 0,03; 0,003; ... ). 

, 2 

33) Escreva uma P.G. cuja razão éye o limite da soma dos seus • 
termos é 54. 

7 

34) Escreva uma P.G. onde o l9 termo éyye o limite da soma 
dos seus termos é *y. 

35) Escreva uma P.G. onde o 39 termo é igual a 5 e o limite 
da soma dos seus termos é o dobro do 19 termo. 


RESPOSTAS 

D a) q = 2 

b) q = -i 

c) q = 2 

d) q = 3 

e) a 6 = 3 
0 an = 1 

g) a 23 =-pr 

M _ 8 

h ) a s - - 243 

i) a 6 = 972 . 

j) a? =- Í458~ 
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2) a, = 2, (2, 4, 8, 16, ...) 

3) (-81, 27, -9, 3, ...) 

4) (-81, -27, -9, ...) 

5) n = 5, 5? termo 


6) q = 2 

7 > q =-r 

2 2 2 2 

8) q = 3 e ai = -►( 27 'IPT* *** ); ou = “ 3 e 

_2_ . r _J_ 2_ _2_ 

1 " 27 1 ’27 ’~9 *“3 


9) aio = 


32 


10) (-64, 32,-16, 8, ...) 

11) X = — ou X = - -T"— 


27 


27 


12) para 

1 

X= l~ 

, 3 9 27 

temos-— , T ,- — 

e 



para 

x = 10 

temos 48, 12, 3 

13) para 

x = 0 

temos 1,-1, 1 

para 

x = 2 

temos 3, 9, 27 

14) para 

5 

X= T 

temos (yy , 1, ...) 

15) para 

1 

X = ‘T 

9 3 1 

temos 

para 

X = 5 

temos (1, 4, 16, ... ) 

16) x = 3; 

; (f. 3, 

12, ...) 

17) para 

q = -2 

temos (-4, 8, -16, ... ) 

para 

1 

q = -y 

temos (-16, 8, -4, ... ) 

18) para 

X) 

11 

1 

t/i 

temos (15, -75, 375, ... ) 

para 

q = 4 

temos (15, 60, 240, ... ) 

19) para 

q = 2 

temos (y , 5, 10, ... ) 

para 

1 

q=y 

temos (10, 5,y, ... ) 

20) para 

q = -3 

temos (-2, 6, -18, ... ) 

para 

1 

q = -y 

temos (-18, 6, -2, ...) 

21) q = 2, 

a 8 = 128 

, S 8 = 255 


22) q = - 2, a 10 = 512, S 10 = 341 

_ 1 2 . 364 

23) q ”2 ,a 6 ~“(j»S 6 ~ £ 

24) q = 2, a 9 = -32, S 9 = --^y- 

3 243 . 463 

25) q-- 2 ,a 7 - 64 . S 7 -jgj 

... „ _ 1 1 c 8 5 

26) q - - 2 , a 8 - 12 g . S 8 - 128 


27) (27,9, 3, 1,...) 

28) (-80,40,-20,...) 

( -32’ _ T> “T * •"* 

30) iP.I-jfj- 

31) q = 2 3 ,a 8 = -2 u , |P 8 | = 2 4 


32) a) S = 2 
b) S =-81 

0 S=y 

d) S = 20 

e) S=| 


0 s-g 

sls -á 

h) S=i 


33) (18, 12, 8, y-, ...) 
7 7 7 

( Tõ* Tõõ ’ Tõõõ’ 

35) (20, 10, 5, ...) 




SEQUÊNCIA B 


1) Escreva uma P.G. onde a soma do 3? com o 4? termo é 
4 e o 3? termo é igual a 9 vezes o 5? termo. 

Ç = = 54 e (-54-, -18, 6 , . . . J. ç = -^-, 

à f = 27e (27, 9 , 3 , ...) 

2) Escreva uma P.G. onde a soma dos 3 primeiros termos é 
igual a 28 e somando-se 2 unidades ao 2? termo estes 
constituem os três primeiros de uma P.A. 

í = ~k 7 *(i6 7 8,4, ...Jato e 

(4, 8, 16, * • * ) 

3) Escreva uma P.G. onde a soma dos três primeiros termos é 
igual a -28 e a diferença entre o 3? e o 1? termo é 12. 

a - _3^, e /-Júa , -80-, z£á,. ) 

* õ’ e ( 3 ’ 3 7 3 7 7 

e(-/ 6; -8, -4, ...J 

4) Determine os valores de m para os quais existem três 
números reais em P.G., de modo que o 2? seja igual a 1 
e a soma deles seja igual a m. 

7Tb 4 - 1 ato m > 3 


5) Calcule a geratriz das seguintes dízimas periódicas: 

a) 0,555... = 0,5 +0,05 + 0, 005 + ... = 5 

b) 0,1313... -0,13 + 0,00/3 -+ .. . = 

c) 2,777... = 2 -/■ 0,7 + O, 07 7 ... = 2 

y 
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d) 3,018018... = 3 + 0,0 f 6 -1-0,000078 +...*■ 5 

e) 0,3555... =o,3 + 0,05 / 0,003 + ...=■ 

f) 0,37222... = 0,37+0, 002*0,0002*... = 

g) 0,54242... =0,3+0,042 / 0,00042 -f . . . = 

h) 2,15333... = 2,75 + 0,003+ 0,0003+. . , = 

6) Mostre que o limite da soma dos termos da P.G. 


, 2x - 1 2x - 1 . , 4x 

(2x - 1, , —rrrr > - ) e 


4x 2 * 16x 4 


2x + 1 ‘ 


7) Determine uma P.G. onde o limite da soma dos seus termos 

, 4 

é 2 e o limite da soma dos quadrados de seus termos e~. 

Sugestão: observe que (aj, af> af, ...) é uma P.G. de razão 
q 2 , onde q é a razão da P.G. (aj, a 2 , a 3 , ... ). 


7“ 



ã ^ 
1 ~ 


<3 


e 


( 


2_ 4_ 8_ ) 

3 7 g 7 27 7 '"J 


8) É dada uma seqüência infinita de quadrados onde cada um 
a partir do segundo tem por vértices os pontos médios dos 
lados do anterior. Calcule a soma das áreas desses quadrados, 
sabendo que o primeiro quadrado tem 10 m de lado. 

/i ge^Uê/zcáz z ( -roo, òo, 2õ, . . .) 

& 6= 200 77i z . 


9) É dada uma seqüência infinita de triângulos onde cada um 
a partir do segundo tem por vértices os pontos médios dos 
lados do anterior. Calcule o limite da soma das áreas em 
função do lado a do primeiro triângulo. 


/lAeauêma. e . 2L- 'ÍL , 


t?\fò t d Vb' 
16 ’ 64 


•) 


10) É dada uma seqüência infinita de círculos onde cada um a 
partir do segundo está inscrito no quadrado inscrito no 
círculo anterior. Calcule o limite da soma das áreas dos 
círculos em função do raio r do primeiro círculo. 


a /Wjiiênáa, &(m z 7 7 7 ... ) 

X Q = 2 iro, 2 . 


íi) Resolva as equações: 

3 9 


3) x+T+f + - = 6 X = 4 


b)x* + 4 + 4 + ...=! x= w 


c) (x + 3 ) í + ^^ + ... = 8 X= .^ x ... / 


d) x +-^- + ~ + ... = x + 3x + 5x + ... + 21x - 718 ^ = 6 
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a) adquira a noção do conceito de matriz. 

b) saiba reconhecer a posição de um elemento qualquer de uma 
matriz. 

c) conheça as propriedades e as operações com matrizes. 


MATRIZ 

26. Definição: 

Sejam os conjuntos I = { 1, 2, 3, . . . , n} C ]N*, J = { 1, 2, 3, . . . , m} C IN* e o produto cartesiano 
I X J = {(1, 1), (1,2),..., (1, m), (2, 1), . . . , (2, m), . . . , (n, 1), . . . , (n, m)} , ou seja: 

I X J = {(i, j) I i E I e j G J) 

Consideremos, agora, a função f : I X J IR , 

r 0» j) • — ► y = a ij 

isto é, f é uma função tal que: 

ao par (1, 1) faz corresponder a n 
ao par (1, 2) faz corresponder a 12 


ao par (1, m) faz corresponder a im 
ao par (2, 1) faz corresponder a 21 

ao par (2, m) faz corresponder a 2m 

ao par (n, 1) faz corresponder a ni 

ao par (n, m) faz corresponder a^ 

Chama-se matriz de ordem n por m o conjunto da$ imagens 

^ 11 » a i2 > • • • 9 a im> a 2i> a 22 » • • • j a 2 m> • • • > a ni > a n 2 » • • • > a nm> 

dispostas em uma tabela retangular de n linhas e m colunas do seguinte modo: 
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onde ay é o elemento da i-ésima linha e da j-ésima coluna. 



a ll 

a i2 

a 13 

’ • a im 

a 2 i 

a 22 

*23 


a 31 

a 32 

a 33 

• • a 3m 

a ni 

a n2 

a n3 

a nm 



27. Aplicação: 

19) Sendo I = {1, 2, 3}, J = {1, 2, 3, 4} e a função f: I X J -► IR 

0» j) i — * y = a ij 

assinale as afirmações corretas: 

a. (X) O conjunto {a n , a 12 , ai 3 , a 14 , a 21 , a 22 , a 23 , a 24 , a 31 , a 32 , a 33) a M } é o conjunto imagem da 

função f. 

b. ( ) A matriz definida por f tem 3 linhas e 3 colunas. 

c. (X) A matriz definida por f tem 3 linhas e 4 colunas. 

d. ( ) A matriz definida por f é de ordem 3 por 3. 

e. (X) A matriz definida por f é de ordem 3 por 4. 


/ a n 

a i 2 

a 13 

a 14 \ 

f. (X) A tabela a 21 

a 2 2 

a 23 

a 24 é a matriz definida por f. 

V a 31 

a 32 

a 33 

a 34 / 


g. (X) O elemento a 23 está na intersecção da 2 a linha com a 3 a coluna. 

h. ( ) O elemento a 23 está na intersecção da 2 a linha com a 4 a coluna. 

i. ( ) O elemento a 24 está na intersecção da 2 a linha com a 2 a coluna. 

j. (X) O elemento a 24 está na intersecção da 2 a linha com a 4 a coluna. 

l. (X) Os elementos da 2 a linha são a 21 , a^, a 23 e a 24 . 

m. (X) Todos os elementos da 2 a linha são da forma a^j com j E {1, 2, 3, 4}. 

n. ( ) Todos os elementos da 3 a linha são da forma a t j com j E J. 

o. (X) Todos os elementos da 3 a linha são da forma a 3 j com j E J. 

p. ( ) Todos os elementos da 3 a linha são da forma a 3 j com j G I. 

q. (X) Os elementos da 3 a coluna são a 13 , a 23 e a 33 . 

r. (X) Todos os elementos da 3 a coluna são da forma a^ com i G I. 

s. ( ) Todos os elementos da 3 a coluna são da forma aj 2 com i G I. 

t. ( ) Todos os elementos da 3 a coluna são da forma aj 3 com i G J. 

u. (X) Todos os elementos da I a coluna são da forma ajj com i G I. 


29) Considere a matriz M = 



e assinale as afirmações corretas: 


a. (X) A matriz M tem 3 linhas e 4 colunas. 

b. ( ) A matriz M tem 2 linhas e 4 colunas. 

c. (X) A matriz M é de ordem 3 por 4. 

d. (X) M foi definida pela função f: I X J IR onde I = { 1, 2, 3} e J = { 1, 2, 3, 4}. 

-v O, j) ► a ij 

e. (X) Os elementos da I a linha são 1, 3, 5 e 2. 
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f. ( 

g. ( 
h 
i. 

j- 
L 


) 
) 

(X) 
(X) 
(X) 
( ) 
m-(X) 

n. (X) 

o. ( ) 
P( ) 


Os elementos da 2 a linha são -2, -1, 3 e 4. 

Os elementos da 2 a coluna são 1, 4 e -2. 

Os elementos da 2? coluna são 3, 2 e -1. 

Os elementos da 4? coluna são 2, 7 e 4. 

O elemento a 23 de M é zero. 

O elemento a 33 de M é zero. 

O elemento a 33 de M é 3. 

O elemento a 12 de M é 3. 

O elemento a^ de M é -2. 

O elemento a M de M é 4. 


/- 


39) Considere a matriz M = 


1 

5 

0 



e complete: 


/ 


a) A matriz M tem %% & m linhas e „3 colunas. 

b) A matriz M é de ordem %% 4 por t 3 

c) A matriz M foi definida por f : I X J -► IR 

(i, j) i— ► ay 

d) Os elementos da 1? linha são: — / ? 2 & 

e) Os elementos da 3? linha são: ,3 % 

f) Os elementos da 23 coluna são: 

g) Os elementos da 33 coluna são: ? - 2 7 3 £ - 6 

b) a 2X = a 41 = a 33 = a 12 = 2 

a 22 = a 13 “ -jj- 


onde I = } e J = {{ X 2 X 3 } 


a 23 


= -2 


a 43 


= - 6 


49) Considere I = {1, 2, 3}, J = {1, 2, 3} ea função f : I X J IR , onde ay = 3i - j e 

(i, j) h- ► ay 

complete: 

a) A matriz definida por f tem 3 t linhas e colunas. 

b) A matriz definida por f é de ordem 3 % por M 5 ttH . 

c) Os elementos da matriz definida por f são da forma ay = 3i - j e portanto: 


a u = 3 • 1 - 1 = 2 , 

âi 2 — 3 • 7 - 2 = ^ 

e a 13 — 3 • 

1 - 3 

= 

a 2 i = 3*2- ^ — Ó , 

a 22 = 3.2 -2- 4 

e a 23 = 3 • 

2 - 3 - 

3 

.,..3.3-/. e , 

a „ = 3.3-2 = 7 

e a 33 = 3- 

3-3 = 

6 


d) A matriz definida por f é: 


ALGUMAS MATRIZES PARTICULARES 


1 2. 1 O \ 

5 4 3 

8 7 6 


28. Matriz quadrada de ordem n é a matriz onde o número de linhas é igual ao número de colunas, ou seja, é 
uma matriz de ordem n por n. 
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Exemplo: 


í 2 s \ 

0 3-2 

V i °J 


é uma matriz quadrada de ordem 3. 


29. Matriz identidade de ordem n é a matriz onde ay = 1 se i = j e ay = 0 se i ¥= j. 

1 0 o' 

Exemplo: [010] é uma matriz identidade de ordem 3 e indica-se por I 3 . 

0 0 1 


30. Matriz transposta de uma matriz de ordem n por m. 




Seja a matriz A = 


a ll 

a l2 


a im 

a 21 

a 22 



a ni 

a m 


a nm 


de ordem n por m. 


Chama-se matriz transposta de A à matriz 


A* = 


>11 

bn 

•• b in \ 


>21 

b 2 2 

• • b 2 n 

1 

'mi 

bm2 

b mn J 

1 

= a 21 » 

. . . b in 

= a ni (1? linha de A 1 é igual à 1? coluna de A) 

= a 22 , 

• • • b 2 n 

= a n2 (2? linha de A* é igual à 2? coluna de A) 


b mi = a im , b m2 = a 2m , . . . b mn = (m-ésima linha de A 1 é igual à n-ésima coluna de A) 

ou seja, as linhas da matriz A 1 coincidem ordenadamente com as colunas da matriz A. 
Exemplo: 

'5-3 0 

.4 1 2 


Sendo A 


de ordem 2 por 3, a sua transposta será 


Al = 


f 5 4 \ 

-3 1 

\o l) 


de ordem 3 por 2. 
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IGUALDADE DE MATRIZES 


31. Definição: 

Sejam as matrizes M e M’ de mesma ordem n por m. 


M = 




a ll 

a 12 

a im \ 


/ b„ 

bi 2 

• • b im 

a 21 

a 22 

} 

• • 

li 

s 

b 2 i 

b 2 2 

• • b 2m 

a ni 

a n2 

a nm J 


\ bni 

bn. • 

bnpi 


Dizemos que a matriz M é igual à matriz M’ se e somente se: 

a n = bn, a i2 = t>i2» • • • aim = bi m 
a 21 = b 2 , , a 22 = b 22 , . . . a 2m = b 2m 


a ni b n , , a n2 - b n2 , . . . igg - bjm, 
isto é, ay = by.Vi S {1, 2, ... n} eVj € {1, 2, ... m}. 
32. Aplicação: 

19) Considere as matrizes M = 


-1 a 2' 

3 1 5 


e M’ = 


(-1 1 2 

3 1 h 


M = M’ 


= 7 

3 


e complete: 


3 2\ 

29) Sendo M = | 2x - 3 5 

1 4 / 

Para isso complete: M = M’ 


3 2 

e M’ = j 9 5 j , calcule o valor de x, sabendo que M = M\ 

1 4 


2x - 3 


= 9 


= 6 


39) Sendo M = 


' 2x-3y -3 


e M’ = 


1 


13 


-10 -3 

1 x + 3y , 


, calcule os valores de x e de y, 


sabendo que M = M\ 
Para isso complete: 


M = M’ 


f 2x - 3y = 

L = 


10 


13 


e resolvendo o sistema vem: 



*0 




MATRIZ SOMA 


33. Definição: 

Sejam as matrizes A e B de mesma ordem n por m onde 


A = 




a ll 

a 12 

a lm \ 

í b„ 

1 

bn 

a 21 

a 22 

•• a 2m \ 

b 2 i 

b 2 2 



e B = 



a ni 

a n2 

• • a nm ) 

Vv 

bn2 


Chama-se matriz soma das matrizes A e B à matriz 



c n 

C 12 


Cim\ 





C 2 1 

c 22 

• • • 

1 

c 2m 









onde 



c nl 

c n2 


c nm J 





C 11 = 

a n 

+ b n , 

c i 2 - a !2 + b 12 , . . . 

c im - a im 

+ 

b im 

C 21 = 

a 21 

+ b 2 i , 

C 22 = a 22 + b 2 2 > • • • 

c 2m = a 2m 

+ 

b2m 

c ni = 

a m 

+ t>ni > 

c n 2 = a n 2 + bn 2 > • • • 

c nm = a nm 

+ 

bnm 

= a ij 

+ bi 

j, Vi e 

i 0, 2, . 

.. n} e¥j 

e { 1 , 2 , . . 

. m}. 

matriz soma por 

C = A 

*■ B. 







/ 2 + 0 1 + (-3) N 

4+1 -5 + 2 

\-l + (-6) 0 + (-3) / 


34. Aplicação: 
19) /-12 


1-5 


; 


-Jl. 

3 


...O... 

22 


29) 

4 -5 ^ 

1 

f 1 - 2 3 \ 

1 


i 2 

* 

0 ~5 -1 

= 


J -■■■■! 

1 

\~í- 3 5 ! 

\ 


39) Determine o valor de x, sabendo que 

*’- 6 3 \ + (* -') 
-5 4/ \2 3 1 


0 2 
i-3 7 , 


3 

J 

..Z. 

0 


Para isso complete: 

x 2 - 6 + amm X Mm = , e, resolvendo esta equação em x, vem: 

x 2 + x - 6 = O 

A = 25 Jí V2T = õ 


X= 


-f ± 5 


2 

2 

0 valor de x é - 3 ou 2. 


- 3 
2 


49) Determine os valores de x e y, sabendo que 




Para isso complete e resolva o sistema obtido: 


r 2x + i = 

4 


f~2x + y = 1 

[ 

3x + (- 12) = 

.21 

=> 

L 3x - 2y= 12 



4x + 2y = 2 
3x - 2y = 12 


Z* - i =>2.2 1 ==>y = - ^ 

0 valor de x é e o valor de y é • 


7 x = 14 
X = 2 


MATRIZ DIFERENÇA 

35. Definição: 

Sejam as matrizes A e B de mesma ordem n por m onde 


A = 




a ll 

a i 2 

• • a im 

a 2 i 

a 22 

a 2m 

a ni 

a n2 

• • a nm 


\ 

/ 


e B = 


í bn bi2 


■>2\ °22 


\^ni 


u Ti2 


Chama-se matriz diferença entre as matrizes A e B à matriz 

(~ 


c = 




c n 

c 12 


c im 

C 21 

c 22 


c 2m 

c m 

c n2 


c nm 


onde 
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C 11 

- a n 

- b ii , 

C 12 

- a 12 

- b 12 . . 

• c im 

- a im 

“ b im 

C 21 

= a 2 i 

- b 2 i , 

c 22 

= a 22 

1 

cr 

£ 

• c 2m 

= a 2m 

“ b 2m 

c ni 

= a m 

” b ni , 

c n 2 

= a n 2 

" b n2 . . 

• c nm 

= a nm 

” bnm 


ou seja, Cij = ay - by, Yi G {1, 2, . . . n) e Y j G {1, 2, . . . m}. 
Indica-se a matriz diferença por C = A - B. 

Exemplo: 


f 2 

4 



n 

V* - 3 J 




36. Aplicação: 



29) Determine a matriz X, sabendo que X - A = B e que 



Para isso complete: 




a n = 
a 12 = 
a 21 = 
a 22 = 


LiA..z.á.. 

JpZIlzè. 

-37F:j: 

-•j-jrjf 


Então a matriz X = 




PRODUTO DE UM NÚMERO REAL POR UMA MATRIZ 


37. Definição: 


Seja a matriz A = 



a im 

a 2m 


\ 


e um número real k. 


a nm 


/ 
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O produto de k por A é uma matriz B = 


onde 


b„ 

bj 2 

b lm \ 

t>21 

b 2 2 

b 2m \ 

bni 

bn2 

bnm J 


b 1 1 - ka 1 1 , b i2 - ka i2 . 

• • bi m - ka lm 

b 2 i = ka 2 i , b 22 = ka 22 . 

• • b 2 m = ka 2m 

bni = ka ni , b n2 = ka n2 . 

• • bnm = kanm 


ou seja, by = kay.Yi e {1, 2, ... n} e Yj G {1, 2, ... m}. 
Indica-se esse produto por B = k • A. 

/-3 2’ 

Exemplo: Seja k = 5eA= 4 5 

\2 -1 


Então: 5 • A = 5 


A 3 

4 

\ 2 



10 

r 

20 

25 

V 10 

-5 


38. Aplicação: 

19) Sendo A 



Para isso complete: 


a n 

a 12 

a 2 i 

a 22 

a 31 

a 32 


+ 2 • 


e B 




1 

2 

. 2 .. 

5 


, determine a matriz X, sabendo que X + 2A = B. 



2 \ 
o 


1 


a ll 

+ 2 

• 1 = " 

3 


<=> 

a n = -.3. 

-5 

a 12 

+ 2 

/ 

‘ .2 

•(- 3 . 2 . 

— 

2 

<=> 

a i2 = 

1 

a 21 

+ 2 

_ 

5 


a 21 = õ 6 - 

// 

a 22 

+ 2 

. 2 

_ 

- 8 

. . 

a n = -8-4 = " 

72 

a 31 

+ 2 

. 4 

_ 

7 


a 3i = 

/ 

a 32 

+ 2 

. ô 

= 

0 

<=> 

a 32 = 



'-6 / 

Então a matriz X = [ Ü 

rf -10 
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29) Calcule os valores de x e y, sabendo que 


2x -2 -j- ' 

k -5 4x 3 


-9y 6 2 

1 15y 21. 


-2 0 
14 7 

~T 7 




Para isso complete e resolva o sistema obtido: 

2x + -J • (-..9.yJ.= -.2... - 2x -3.x-.-2. 

4x + * I5y = ...Z... =*• 4x „t 

~4x v- 6y = 4 
4xjfóyj_ 7 

//y - // = 


y = / 2x - 3.1 = - 2 


O valor de x é e o valor de y é . 


X - 


Exercícios a resolver: itens 6 a 10, pág. 51. 


PRODUTO DE UMA MATRIZ POR OUTRA 


39. Definição: 

Consideremos duas matrizes A e B, onde o número de colunas de A é igual ao número de linhas de B, isto é, 


í 


A = 


B = 


C = 




a ll 

a 12 

• a lp\ 

a 2 i 

a 22 

a 2p 

a m 

a n2 

a np J 

b„ 

b 12 

• • b im 

bji 

b 22 

• • ^2m 

bpi 

b p2 

cr 

na 

3 

natriz 

produto de A por 

c n 

c 12 

c im 

°21 

C 2 2 

c 2m 

Cm 

c n2 

c nm 


de ordem n por p e 


de ordem p por m 


onde: 
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C 11 - a U • bll + a 12 • t>2i + 

.. . + a, p • b pi 

(Soma dos produtos dos elementos da I a linha 
correspondentes elementos da I a coluna de B) 

de A pelos 

Cl2 = a ll • bj2 + ai2 • b22 + 

• • • + a lp • b p2 

(I a linha de A com a 2 a coluna de B) 


c im = a n • b i m + an • b 2 m 

+ . . . + a lp • b pm 

(I a linha de A com a m-ésima coluna de B) 


c 2i = a 2i • bn + a 2 2 • b 2 i + 

. . . + a 2p • bpj 

(2 a linha de A com a I a coluna de B) 


C 22 = a 2 l • bi 2 + 322 • b 22 + 

. . . + a 2p • b p2 

(2 a linha de A com a 2 a coluna de B) 


c 2m = a 2i • bj m + a 2 2 * b 2m 

+ . . . + a 2p • b pm 

(2 a linha de A com a m-ésima coluna de B) 


c m = a m * b 1 1 + a n2 • b 2 i + 

. . . + a np • b pi 

(n-ésima linha de A com a I a coluna de B) 


°r \2 = a ni * bi 2 + a n 2 * b 22 + 

. . . + a np • b p2 

(n-ésima linha de A com a 2 a coluna de B) 


c nm = a ni * bi m + a n2 • b2 m 

+ . . . + a np • b pm 

(n-ésima linha de A com a m-ésima coluna de B) 


isto e, Cjj — a j j • b 1 j ^ aj 2 • 

^2j + a Í3 • b 3 j + . 

■ ■ + 3ip • bpj, v i G {1, 2, . . . n} evj G {1, 2, . 

. . m}. 


Assim, cy é a soma dos produtos dos elementos da i-ésima linha de A pelos correspondentes elementos da 
j-ésima coluna de B. 


Exemplo: 


Sejam as matrizes A 




e B = 


2 

3 

1 

0 


\ 


h i o 

\ 5 0 3 / 


onde: 


a matriz A é de ordem 2 por 4; 
a matriz B é de ordem 4 por 3; 
a matriz produto de A por B é de ordem 2 por 3. 


Então: 


C = A • B = 



onde: 


c n =2-0+l*l + 5*4 + 4*5 
C 12 = 2- 2 + 1 • 3 + 5 • 1 + 4*0 
Ci3=2*l + l«2 + 5«6 + 4*3 
Cai = 0- 0 + 3- 1+2. 4 + 6- 5 


Portanto, 


C = A • B = 


41 

(1? 

linha 

12 

(ia 

linha 

46 

(1? 

linha 

41 

(2? 

linha 

11 

(2? 

linha 

36 

(2? 

linha 

41 

12 

46 

41 

11 

36 
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40. Aplicação: 


19) Sendo A = 




-1 

\5 



, complete: 


a) A matriz A é de ordem ....2... P or ... 3 ..... • 

b) A matriz B é de ordem ....3... P or .... 2 .... • ^ 

c) O número de colunas de é igual ao número de de B e portanto podemos 

calcular a matriz produto de A por B. 

d) A matriz A«B é de ordem por , isto é, tem linhas e colunas. 

e) Então, 


C = A • B = 



onde: 


Cll = 

( de A com a de B) 


c,2 = 2,.Z±La±â:Al:.£±Q.. ±0=A 

( de A com a de B) 

cai = .úJ3J.Í7Jl-.Z,.Ü.. ~Â.z..4-JQ=-J£ 

( ê *'... de A com a de B) 

C22 = 

( 2Z&3JÍÀ L. de a com a .Z..S&17&:. de B) 


0 C = A • B = 



29) Sendo A = 



e B = 



, complete: 


a) A matriz A é de ordem por ...2.... . 

b) A matriz B é de ordem por . . 

c) O número de de A é igual ao número de 

calcular a matriz produto de A por B. 

d) A matriz A • B é de ordem por S m9m , isto é, tem 

e) Então, 


C = A • B = 



onde: 




de B e portanto podemos 


3 linhas e 


/ coluna. 


C U = 5.1 + 0 .[- 2 j * 3 

o,, = zznzi-ozziz. 

c 31 = J.d±ZrJj3JJ.Q.7..7.$.. 


( de A com a de B) 

( de A com a de B) 

( de A com a de B) 
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0 c = A • B 


f..3.\ 

a. 

w 


39) Calcule a matriz produto de A por B quando: 

- M eB=(° 3 - 5 

l 0 4 / V 1 2-1 


a) A = 


<&ndd /z de oídem 2 poz 2 e B de /ndem 2 

^301 3 f /z TPzafâõ^ A . B aôzcí de oídem 2 pd 3. 


A.B = 


b) A = 



e B = 


3 3 2 } 

4 6 Aj 

í-3 2 -2 

1 3-1 


^2ndd /z medd^ a de ozdem d poz 2 £ B de /xdem 
2 -noz 3, o maélcj, A . 6 Aeid deexdezn õ poz 3. 


A.B 


c) A = 


-1 5 3 

il 2-4 



d) A 


Sjendo o 7nattí^ A de metem 2 fjot 3 * 3 de Jtdem 
3 pez Y f /z ypzadc^ A . B A&id de endew 2 pooz /. • 

(4 1 -2) 


e B = 



^Azvdd /z Tnaú^- A de otdepzz / jvd 3 z ,a 

B de otdePTz 3 pxd 2 7 /z maAcz A . B oedz de 
Andem / pot 2. ^ 

A.B = 


l 7 -«) 


Exercícios a resolver: item 11, págs. 51 e 52. 
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í a 3 \ 4 \ l0 \ 

49) Calcule os valores de a e b na igualdade • = 

\ 2 b ) \ 2 / V-2 I 

Para isso efetue o produto indicado nessa igualdade. 

Assim : 

f ..£$.±.6... \ / io\ 

( g-f. 2 ò ) = l J e ^ a ^ a< * e matr ^ zes voc ® tem 

J" 4a + 6 = <=> a = m ,/ mm 

8 + 2b = .'JL <=> b = ~À... 

59) Calcule o valor de x na igualdade 

/ -> '\ 

(2-1 3) • x + 3 0 = (l2 8^ 

\2x - 1 2 / 

Para isso complete: 

(^2 - 1 • ( x.±3 ) + 3( 2x ~L ) = (l2 8) 

= (l2 8^ e pela igualdade você tem 

5x - 8 = 12 <=* x = 4 . 


69) Calcule o valor de x na igualdade (x 2x lj 



■ ( ,0 5 ) 


Para isso complete: 

Çx z / 2x -5 ó ) = (j° 5 ) e pela igualdade você tem 

=10 e resolvendo a equação em x vem: 

x 2 / 2x -5 = /<?^=>x 2 / 2x - 15 - O 
A ~ 4 60 =64 


x = 




2 

Você obteve x = í oux= *3 


d 


79) Calcule os valores de x e y na igualdade 
Para isso complete: 

V’/ 


3 -1 

àLzJ... 


X 


= 3 
= 7 



e resolvendo o sistema vem: 


a 2x +y = 3 
3_X_-X~ 7 


5 X = 10 


Você obteve x = ...2.... e y = _ y . 
89) Calcule os valores de x, y e z na igualdade 


^ ~ £ 1 ^ 2.2 sy = J <^> y = -/ 



x / y - z - -f 
* - y / = 6 

-^= -/< 5 <^=> 


Z - 4 


d? AUs&ótituiTidci ü vaPol /te Z 4 ncoi> 

/tcu/6 píò/neitezá /<^íuiçóe6 Mm : 




x i y - 4 = -2 

x - y +8 * 6 



Você obteve x = , y = „ 2 ..... e z = 4 


Exercícios a resolver: item 12, pág. 53. 


99) No 79 exercício você tinha a equação matricial 


e, efetuando o produto, você obteve o sistema 


2 1 
3 -1 


x 


f 2x + y = 3 
\3x - y = 7 


3 


Agora, tendo o sistema, você irá escrever a equação matricial correspondente. 

- (: ■:)■(;)■(;) 
v — 1 

matriz dos coeficientes das incógnitas 


Assim: ( 2x + y = 3 

L 3x - y = 7 
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Escreva, agora, as equações matriciais correspondentes aos sistemas: 

a ■ (si 


a) 


3x + 5y = l 
jx - 2y = -5 


b) 


~-2x + y - 3z 
3x - 2y - z 
x - 5y - 2z 


c) r 2x + 4y + z 
-3x - 6y - 2z 
- 4y - 3z 


-13 

4 

5 

-5 

8 

1 





Exercícios a resolver: item 13, pág. 53. 


EXERCÍCIOS 
SEQUÊNCIA A 

1) Calcule os valores de x, y, z e w nas matrizes 

e C = 




de modo que A = B = C. 

2) Calcule o valor de x de modo que 

■ . (.! 

k 5x - 3 / \ 7 

3) Calcule o valor de x nas matrizes M = 

f-llx 3 4 



M’ = 


1 


de modo que M = M\ 


4) Calcule os valores de x e y de modo que 
f 2x - 3y 2 \ / 12 2 

0 13 / 0 5x + y 


5) Calcule os valores de x e y de modo que 

^2x + 2 -4 3x + 5y + 4 ) = (x + 3y -4 y - 2xj. 


6) Sendo A = 


í 2 


, B = ! 

(- 3 

6 


V 4 0 

-5/ 


1 0 

-12 

3/ 


C = 


5 10 -1 

4-2 3 


, calcule a matriz M dada por: 


a) M = A + B 

b) M = B - C 


c) M = j B 

d) M=-|B + |c 


7) Calcule os valores de x, y e z nas matrizes 



e C = 


2 4 

z -3 


de 


8) Calcule o valor de x nas matrizes 

0 \ / 3 
A = | 3x 2 I , B = x 2 + 1 1 e C 

que A - B = C. 


9) Calcule x e y de modo que 


de modo 



10) Determine uma matriz X de modo que, sendo 

1 



A = 


se tenha X +yA = B. 


11) Calcule os produtos: 

■> (•: ;) ■ ü 



-12 


2 

0 

1 
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r> ^ 2 j . (< 2) 


/2 3 \ 

g) (-1 2 0 3 ) • 112 

v y 1-10 2 

\-2 1 4/ 



12) Nas equações abaixo, determine o valor de x, y e z: 




e) 


3 0 -1 \ 
2 1 0 

001 / 





12 

x 3 + y í 



13) Escreva a equação matricial correspondente ao sistema: 


a) 


{ 


3x + 2y - z = 3 
2x + 3y + z = 1 
-x - 2y + 5z = -4 




2x + 3y - 5z 
3x + 2y + z 


c) 


{ 


x - 3y + 5z = 0 
2x + 2y = 0 
-3x + 5z = 0 


d) 


3x - 2y + 5z = 8 
2x - y + 2z = 5 
3x - 7y + z = 13 
x - 4y + 9z = 6 


RESPOSTAS 

1) x = -4; y = 2; z = 5 e w = -1 

2) x = 2 

3) X = -6 OU X = y 


4) X = 3 e y = -2 

5) x - --22. e v - — 

x " 19 e y “19 


6) a) M = 


b) M = 


-15 3 

4 -12 -2 


c) 


:) 

- f: : :) 


d) M = 


1 --j 


7 -4 


7) x = --j ; y = -5 e z = 10 


8) x = ou x = 1 


9) x = -4 e y = 12 ou x = 3 e y 


10) X = 


11) a) 
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12) a) x = 4 

b) x = -2 ou x = 3 

c) x = 2 e y = 3 

d) x = -1; y = -3 e z 

e) x = -1; y = 3 e z = 

f) x = 3 ou x = -3 e 


13) a) 




b) 


c) 


2 

\-3 


d) 





SEQUÊNCIA B 


1) Resolva a equação matricial: 

-2 l\ _ U y 

30/ z wj 


/x ' Acrfuçãcr x 



2) Calcule os valores de x, y e z de modo que 
' ■ (:: :) 


/ _L 

V 2 

25 

y 

y-27 

l°g 2 32 

X = 



3) Escreva uma matriz quadrada de ordem 3 de modo que 
ay = i - 3j. 



-*\ 


- 7 

-d 

-ó j 


4) Escreva uma matriz quadrada de ordem 3 onde ay = -i + 2j. 


3 

2 

/ 


5) Escreva uma matriz quadrada de ordem 3 onde ay = 0 para 
i + j = 4 e ay = \Í2 para i + j ^ 4. 


N2_ \Tz 0\ 
V? o VF J 
\U \ÍIJ 


0 


6) Escreva uma matriz de ordem 3 x 4 de modo que ay = -1 
para i < j e ay = 2 para i > j. 


7) Dadas as matrizes A = 



0 
1 

-1 2 i 

calcule a matriz M = (A + B*) • (A 1 - B). 



8) Resolva a equação matricial: 

x.f- 2 1 M . (•’ 3 *) 

\-l 0 -1 ) \ 4 -2 -6 ) 

(Sugestão: observe que X deverá ser uma matriz de ordem 2.) 
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9) Resolva 





sistema de equações matriciais: 


= 2A + B 
= 4A - 3B 


onde 



10) Calcule os valores de x, y e z na matriz 


A = 



3 

y 

z + 2 



sabendo que A é uma 


matriz simétrica, isto é, A* = A 



y = 4 jt z = 3 
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Determinante 
de uma Matriz Quadrada 


aluno esteja apto a 


Neste capitulo, pretende-se que 


a) calcular o determinante de matrizes quadradas de ordem 2 
e de ordem 3 (regra de Sarrus). 

b) calcular o determinante de matrizes de ordem maior que 3, 
por abaixamento de ordem, aplicando os teoremas de Laplace 
e Jacobi e a regra prática de Chió. 

c) reconhecer e aplicar as propriedades dos determinantes. 


DETERMINANTE 


41. Definição: Consideremos o conjunto Q de todas as matrizes M quadradas de ordem n. 

Seja a função f : Q -> IR , onde determinante de M é um número real que se obtém 

M i-> y = determinante de M 

da seguinte forma: 

1 — Se M é de ordem 1, ou seja, M = (a u ) , então determinante de M é igual a a n ou ainda detM= a,,; 

II a 12 


2 - Se M é de ordem 2, ou seja, M = 


a 21 a 22 


, então det M = a n • a 22 - a 2 i • a i 2 *> 



/ *ii 

a 12 

a 13 

3 — Se M é de ordem 3, ou seja, 

M = a 2 i 

a 22 

a 23 


\ a 31 

a 32 

a 33 

det M = a n • a 22 • a 33 + a 12 • 

a 23 * a 31 + a 13 * 

a 21 * a 32 ” a 31 


a 32 * a 23 * a ll “ a 33 * a 21 # a 12* 


42. Para o cálculo do determinante de M, quando M é de ordem 3, existe uma regra prática chamada regra de Sarrus 
que consiste em: 

1 — escrever as duas primeiras colunas ao lado da última coluna. 

2 — adicionar os produtos obtidos de acordo com o seguinte esquema: 
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/X ' a V >: \ ' -- M 

3j i X xtx a 22 

/ / x" >* 

\X . a S2 X/X ''*32 


Indicaremos, também, determinante da matriz M = 



a H 

a 12 

a 13 

por detM = 

a 21 

a 22 

a 23 


a 31 

a 32 

a 33 


“ a 31 * a 22 * a 13 
” a 32 * a 23 * a ll 
” a 33 * a 21 * a 12 


+ a 13 

" a 21 

* a 32 

+ a 12 

’ a 23 

* a 31 

+ a n 

* a 22 

* a 33 

a n 

a 12 

a 13 

a 21 

a 22 

a 23 

a 31 

a 32 

a 33 


3 se M é uma matriz de ordem 4 ou de ordem maior que 4, o determinante de M é calculado por meio do 
abaixamento de ordem da matriz, que se faz empregando algumas propriedades que daremos no decorrer 
do assunto. . 


43. Aplicação: 

1?) Assinale as afirmações corretas: 

a. (X) M = (aji) — > detM = a u 

b. ( ) M = (a„) =* detM = -a„ 

c. ( ) M = (3) i detM = -3 

d. (X) M = (3j ; det M = 3 


e. (X) M = 

f. ( ) M = 

g. (X) M = 

h. (X) M = | 

i. ( ) M = ( 


\ 2 

(; 

■: 


a ll a 12 
a 21 a 22 k 

■ ;)■ 
;)■ 

;)■ 
;)■ 


det M = a n » 

a 22 ” a 21 * a l 


detM = 2 • 3 - 4 • 5 = -14 


detM = 4 • 5 - 2 • 3 = 14 


det M = -2 


det M = 2 
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j. ( ) M = 

l. (x) M = 

m. ( ) M = 

n. (X) M = 

o. (X) M = 

P- ( ) M = 

q. (X) M = 


2 

-5 

2 

-5 

: 


r 

r 

o 


1 0 
0 1 


3 

4 
3 

0 

0 


3 

3 

3 


det M = 2 • 3 - 5 • 1 = 1 


det M = 2 • 3 - (-5) • 1 =11 


det M = 0 


det M = 1 


det M = 0 


det M = 1 


det M = 0 


2?) Calcule os determinantes das matrizes abaixo: 


a) M = 


b) M = 


c) M = 


1 1 


, então det M = 


, então det M = 


± -5 

'i J 


i 4 


= -1 . 6 -3- 2 = -42 


= ±. A . 1 . (sj = 3 +5 = 8 
3 ...4. 


1 2 -1 

6 1 2 , então, pela regra de Sarrus, devemos escrever as duas primeiras colunas 

3 4 5 


ao lado da última coluna, a fim de se obter os produtos para o cálculo do determinante de M. 
Assim: 



-3.1. (-1) 

- ±.' A\L 


+ (-l) -6.4 

+ 2 : 2:3 

+ ±. 


=+3 

= -60 


= -24 

= ...11 

= 3 
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Portanto: 


det M = 


d) M = 


Por Sarrus, vem: 



= 5 + 12 - 24 + 3 - 8 - 60 = -72 



- ±ÀI,J..:.ÍZ.ÚZ.:A.. 
+ - 3 . O .3^ O 


±ízl}.:A^zAj.zA.. 



ZÍzfJ/A.:.A..l.zA... 


Portanto: 


det M = 


-1 

0 

2 


3 

1 

-4 


-2 

1 

3 


= / 4- - 4~ O O ó - \3 = 3 



^ * Q...-.A.3...Q. 

/' 

'' ^.AA.Jr.ZlzAJA.. 


-Z 


[K* >\V ; 

^ rt -x X o 

X X N 

V' A MM M 

' "v'5 ...2..;. í- 2]=-JZ. 

-+1.0.3 = o 


X ^ 
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Portanto: 


det M = 


1 -2 3 

2 0-1 

1.-2 3 


= 0-2 + 12-12/2/0^ O 


3?) 


3 - x 1 


Calcule o valor de x, sabendo que 


= 0 . 


2x -4 

Para isso, calcule o determinante e resolva a equação obtida: 
-4 • (3 - x) - 2x • 1 = 0 <=► - 12 + 4X - 2 X 

2x 

x 


Você obteve: 



o 

12 

6 


4?) Calcule o valor de x, sabendo que 


1 x- 1 3 

x 0 -1 =0. 

0 5x 1 

Para isso, calcule o determinante e resolva a equação obtida: 


O+O + 15 x* - O + 5x - x(x- ij 
15 x 2 ■+ 5x - x 2 i x ~ O 
14/ / 6x = O 
7x*-+ 3 x = O 
X • ( 7x +3)= & 


O 


r 




x - o 

/xo 

v.-á- 

X 7 


Você obteve: x = 


o 


OU X = - 


3 


1 i 

2 3 


= 0. 


5?) Calcule o valor de x, sabendo que 

x 2 4 9 

Para isso, calcule o determinante e resolva a equação obtida: 

18 + 3/ + 4x - 2/ - 12 - 9x - O 


õx + 6=0 


x = 


5 ± 1 


^3 
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Você obteve: x = ....... ou x = . 


Exercícios a resolver: itens 1 a 3, págs. 76 e 77. 


ABAIXAMENTO DA ORDEM DE UMA MATRIZ QUADRADA 

44. Complemento algébrico: 

Chama-se de complemento algébrico de um elemento ay de uma matriz quadrada M o número real igual ao 
produto de (-1) 1+J pelo determinante da matriz My que se obtém suprimindo-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna da 
matriz M. 

Indicaremos o complemento algébrico de ay por Cy. 

Assim, o complemento algébrico de a 2 i na matriz 


M. 

a 12 

a 13 \ 






é C 21 = (-1) 2+1 • det M 21 , onde M 21 = 

/ a 12 

a 13 \ 

U*tò- 

-*22- 

“ a 23 


W' 

\ aèi 

a 32 

a 33 / 


\ a 32 

a 33 J 


Portanto, C 2 i = - 1 


a 12 a 13 

a 32 a 33 


— (a 12 • a 33 - a 32 • a 13 ) — a 12 • a 33 + a 32 • a 13 


45. Aplicação: 


Sendo M = 


0 

3 


>\ 


, calcule os complementos algébricos que se pedem. Para isso complete: 


5-2 4 / 




Então, C 31 = (-1) 1 ""' 


O" 

J... 


-3 


b) C 32 = (-1) 


3j2 


Então, C 32 = (-!)■' 




-/ 

2 




-3 


2 + 2 . 

c) C 22 = (-1) • det M ^ 2 . > onde M 22 = 


Então, C 22 = (-iy 


4 


d... 

ó 


...L 

4 


3 


-5 


= O - J= -3 


det M , onde M 32 = 


-L 

2 


t. 

-3 


= .dMz.?±z'L 


5 


..L 

4 


= -4-6= d 
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Z+3 

d) Cm = (-1) • det M ^ , onde M ^ = 

(9 


.:1 âx 

ó -2 


Então, C 23 = 


(-ir 


5 -2 


- 1.(+2 -Oj = -2 


46. Teorema de Laplace: 

“O determinante de uma matriz M é igual a soma dos produtos dos elementos de uma linha ou coluna qualquer 
pelos respectivos complementos algébricos.” 

Vamos, então, aplicar o Teorema de Laplace para calcular o determinante de uma matriz. 

2 3 4 

Assim, sendo M = ( -3 5 -2 J , calculemos o seu determinante aplicando Laplace para os elemen- 

2-14 


tos da 1? linha: 


\ 


det M = 


+— 2 -3- 4 — 

-3 5 -2 

2-14 


Então, det M = 32. 


— 2 • Cu + 3 • C|2 4 • Cu — 


■'13 


= 2(- 1) 1+1 • det M„ + 3 • (- 1) ,+2 • det M 12 + 4 • (- 1) 1+3 . det M 13 = 


= 2(-l) 2 


5 -2 

-1 4 


+ 3 ‘ (-1) 3 


-3 -2 

2 4 


+ 4(-l) 4 


-3 

2 


5 

-1 


= 2 • (20 - 2) - 3 • (-12 + 4) + 4 • (3 - 10) = 36 + 24 - 28 = 32 


47. Aplicação: 

Calcule os determinantes das matrizes abaixo aplicando o Teorema de Laplace: 


a) M = 




2-1 3-2 

4 0-50 

-3 1 2-1 

4-201 


Para maior facilidade aplique Laplace para os elementos da 2? linha, onde aparecem dois elementos iguais a 
zero. 

Assim, complete: 


det M = 4 • C 2 j + 0 • C 22 - 

5 • 

Cí3 + 0 

• Cj4 





2^/ 

-1 

3 

-2 

2+3 

2 

-1 

-2 

det M = 4 • (-1) . 

1 

2 

-1 

+ 0 - 5 .(-1) . 


1 


* 

-2 

O 

1 


-4 

-2 

1 


= -4 . ( - 7 . ) + 5 • ( - J£. ) =. 
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b) M = 



4 

1 

3 

-4 


Para maior facilidade, você vai aplicar Laplace para os elementos da 
Assim, complete: 

det M = 0 . C 41 + = -4- c 4 


-43 


det M = -4 • (-1 yétã. . 


•3 O 
2 ~3 
1 -2 


O 

3 

4 


= 4. {-3j. -- 12. (~?) 


S+1 


-3 

z.2... 


3 

A. 


--A.2(-J.2±ó.)..z.72.., 


c) M = 



2 

0 

1 

2 

0 


0 

1 

-3 

1 

4 


1 

0 

2 

3 

1 


Para maior facilidade, você vai aplicar Laplace para os elementos da coluna. 


3.C - 

det M = // 

t O.C + O.C + o.c + o.c 
24. 3Í 41 51 



2 0 

1 0 



det M = 3 • 

4 . 1 

0 2 

-3 2 

/ 3 


\.(2.C +/.C 
// X 



4 0 

4 1 




1 

-■ 3 2 



4 1,2 


2 

1 3 


0 2 3 


(9 

4 / 



4 0 1 


AL. 


Aã.. 


- 6(t+/6-/2+6)+ 


+ô(8+12-76j = 66 4- /2= 78 


Exercícios a resolver: item 4, pág. 77. 


48. Observações: 

I — O Teorema de Laplace nos permite calcular o determinante de uma matriz de ordem n recaindo no cálculo 
de determinante de matrizes de ordem menor que n. 
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II — Para maior facilidade de cálculo, deve-se aplicar o Teorema de Laplace aos elementos da linha ou coluna 
que tem o maior número de zeros. 

III — Daremos a seguir o Teorema de Jacobi que nos permitirá obter zeros numa linha ou coluna. 

49. Teorema de Jacobi: 

“Somando-se aos elementos de uma linha (ou coluna) de uma matriz M uma combinação linear dos elementos 
respectivos de outras linhas (ou colunas) obteremos uma matriz M’ tal que det M = det MV’ 

Exemplo: Vamos calcular o determinante da matriz M, onde 
4 5 3 

aplicando antes o Teorema de Jacobi de modo a obter, por exemplo, zeros na 


M = 


-1 

4 


1? linha. 

Para isso: 

1 — Vamos somar aos elementos da 1? linha os respectivos elementos da 3? linha multiplicados por -2r 



4 5 3 


4-2-2 5-2-4 3-2-3 


0 -3 -3 

det M = 

3-14 

= 

3-14 

= 

3-14 


2 4 3 


2 4 3 


2 4 3 


2 — Vamos somar aos elementos da 2? coluna os respectivos elementos da 3? coluna multiplicados por -1: 



0 

-3 

-3 


0 

-3 - 1 - (-3) 

-3 


0 

0 

-3 

det M = 

3 

-1 

4 

= 

3 

-1-1-4 

4 

= 

3 

-5 

4 


2 

4 

3 


2 

4-1-3 

3 


2 

1 

3 


por Laplace vem: 
det M = -3 • C 13 = -3 • (-1) 


1+3 


-5 

1 


= -3(3+10) = -39 


Observação: poderíamos ter obtido zeros numa outra linha ou coluna qualquer, fazendo outras 
combinações lineares convenientes. 


50. Aplicação: 

1?) Seja a matriz M = 


/> 


2 

-1 


-3 


1 ) . Calcule det M, aplicando antes o Teorema de Jacobi para 

\ 3 1-4 

obter zeros na 1? coluna, facilitando assim a aplicação do Teorema de Laplace. 

Para isso, some aos elementos da 2? linha os elementos da 1? linha multiplicados por 2: 



i 

2 

-3 


1 

2 -3 

det M = . 

-2 

-1 

1 

= 

-2 + 

. -1 + .2.. ' .2.. 1 + .2. * ( r.3) 


3 

1 

-4 


3 

1 -4 


1 

3 


2 

, 3 . 

1 


-3 

.ã. 

-4 
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Agora some aos elementos da 3? linha os elementos da 1? linha multiplicados por -3: 


det M = 


1 

2 -3 


1 2 -3 

0 

3 -5 

= 

0 3-5 

3 

1 -4 


3 - .ã. • JL 1 - .3 . . .2. -4 - ..d. • (-3 . ) 


:ã. 


0 

A :£ 


0 

-A ..á 



Aplique, então, o Teorema de Laplace, calculando det M: 

/// 


detM - 


3 -5 

-ã A. 


= -70 


2?) Seja a matriz M = 


-3 

2 

8 


- 2 \ 

-4 

6 / 


. Calcule det M, aplicando antes o Teorema de Jacobi para 


obter zeros na 3? linha. 

Para isso, some aos elementos da 3? linha os elementos da 1? linha multiplicados por 1: 


detM = 


5 

-3 

-5 

-3. 

o 


-3 -2 

2 -4 

8 6 

-A 

. 2 . 

. 4 . L 


5 

-3 

-5+ / • 


-3 -2 

2 -4 

8 + . • {- 3 . ) 6 + • (-2 ) 


Agora some aos elementos da 2? coluna os elementos da 3? coluna multiplicados por - : 


det M = 

5 -3 -2 

-3 2 -4 

V 

- 3 -^- .(:, 2 ) -2 

-3 2-4 . (-^ ) 

„ ..4.. 

= 

4:727. :iL 

-3 7 -4 


0 5 4 


o s- 4 - * ^ 

.ír... 


0 0 4 - 


Aplique, então, o Teorema de Laplace e calcule det M: 

■ -3 


deíM* 4.C * 4. (-7) 


2. 

7 


4 35-4 h4. 
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= 734 


3?) Sendo M = 



1 

3 

-4 

-2 


- 2 \ 

-3 

8 

2 


j 


, calcule det M. 
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Para isso, aplique o Teorema de Jacobi para obter zeros na 3? coluna, fazendo as seguintes combinações 
lineares: 

a) Some aos elementos da 2? linha os elementos da 1? linha multiplicados por -3. 

b) Some aos elementos da 3? linha os elementos da 1? linha multiplicados por 4. 

c) Some aos elementos da 4? linha os elementos da 1? linha multiplicados por 2. 



-i 

3 

1 

-2 



1 

3 

1 -2 


2 

9 

3 

-3 


2-3. 

U). 

9-3.3 

.. 3 -3,1... -3r :ã,(:2j 

det M = 

3 

-7 

-4 

8 


3 +4(- 1 ) 

-7 +4.5 

-4 -+4M 8 +4.(2) 


4 

-1 

-2 

2 


4 tl 

Hl 

-1 + 2.3 

_ -2 + 2,1 .. 2 ±2:1-2.) 


-1 

3 

1 

-2 







Õ 

0 

0 

JL 





%r 

= 

-1 

6 

0 

0 


e aplicando 

o Teorema de Laplace para a ô- coluna, 


2- 

3 

— 0 

-2 






vem: 




J-f-3 


õ 

0 3 



IC 

r 

*•(-*) 


# 

-1 

6 0 

s -50-/õ~30 = -95 

det M = 

fó 





2 

õ -2 





4?) Sendo M = 


\- 


2 

1 

-1 

0 



, aplique antes o Teorema de Jacobi para obter zeros e 


calcule detM. 




faiemos , pot úz-emp&r, comtfint 'zçó&s tícneabe^ z7zdccadoy5 

jCi&icza 7 de rnoefa /2$w?fcZc6o' ? nata, e&eb zeux> sza 
a,) 3^ £c7i£a, y (~2). tücn&z. 

6) 4* &7zfa, -/ /- /* ânáa,. 


detM = 


f 

2 

0 

-1 


/ 

2 

0 -1 


/ 

2 

0 

-1 

0 

f 

2 

-2 

_ 

0 

1 

2 -2 



0 

1 

2 

-2 

2 

-1 

1 

2 


2-2 

- 1-4 

1-0 2+2 


0 

-ó 

1 

4 

- 1 

0 

ò 

1 


- 1+1 

0+2 

' 5+0 1-1 


0 

2 

3 

0 


detM- 1.C - *.(-<). 

/f ' 7 


/ 

-5 

2 


2 -2 

1 4 

3 0 


e Ja^e7id(7 2^ &7ifa / ^2J g '&n£as 


iMm : 

1 

2 -2 


1 

2 -2 


-3 3 

djelM* 

-õ 

1 

4 

= 

-3 

5 

0 

-2.C 3 - -2. H) 4 . 



2 

3 

0 


2 

3 

0 

2 3 


2. (-9-10) = 38 
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5?) Calcule o valor de x na igualdade 


x 1 2 



Observe que calculando o determinante pela regra de Sarrus você terá uma equação do 3? grau em x, 
o que não é muito conveniente. Vamos então procurar calcular os valores de x aplicando as propriedades vistas. 

Assim, faça: 

a) 3? linha -2*2? linha 

b) aplique o Teorema de Laplace. 


X 

1 

2 


2 

3 

X 2 

= 

4 

6 

X 



x 1 2 

2 3 x 2 

CL JLkz2£ 


= U,2xi ) • C 33 = (x..r..2Z ) • (-lf 63 : 


2 ... 

2 ... 


jL 


= (K...-.2X 2 .. ) • (d*.-.w£.) = o 

r x = 

x - 2x 2 = 0 => x • {/.-2.X. ) = 0 =* S ou 


e você pode escrever " 


ou 


x = 




3x - 2 = 0 • 


x = 




.a... 


Exercícios a resolver: item 5, pág. 77. 


51. Regra de Chió: é uma regra prática para fazer sucessivos abaixamentos de ordem de uma matriz para o cálculo 
do seu determinante. 

Essa regra é justificada pelo Teorema de Jacobi e pelo Teorema de Laplace. 

Aplica-se a regra de Chió quando se tem um elemento ay = 1 , na matriz. Quando não se tem ay = 1 pode-se 
obtê-lo aplicando o Teorema de Jacobi e propriedades que serão vistas no item 53. 

Regra de Chió: 

1 — Suprimimos a linha e a coluna que se cruzam no elemento ay = 1. 

2 — De cada elemento restante da matriz subtraímos o produto dos elementos que se encontram nas interseções 

das perpendiculares traçadas dos elementos considerados à linha e à coluna suprimidas. 

3 — Com as diferenças obtidas construímos uma matriz cujo determinante multiplicado por (-l) i+ ^ é igual ao 

determinante da matriz inicial. 

/ 1 3 5 \ 


Exemplo: Calcular o detM onde M = 


2 


5 


14 


pela regra de Chió. 




Então, det M = 


jTi 3 5 

V~~~ 

2 !- — 5 


4 i— 12 6 


7 

14 


= (-D 


í+i 


5-2*3 14-2 • 5 

12-4*3 6-4*5 


= 1* 


-1 

0 


4 

-14 


= 14 


52. Aplicação: Calcule o determinante das matrizes abaixo aplicando a regra de Chió: 
/ 1 3 2 


a) M = 



det M = 


= (-D 


i.u. 


io-.ZÂ. 9-.ZJL 
15 - 4-.: 11 - 


= (- 1 ) 


2 


JL 

3 


„õ 

3 




b) M = 




-2— i-3 r-4 

L 


-2 -3.4--â) J 

det M = 

3 ! 1 1 2 

"T "|"t"T"1 
s— i-2 i 

= (-i) • 

Í-.U-.Z) -i -.U-2) 


= (-D 

/° 


.4 


c) M = 


-1 

7 

2 


... 2 . 

JL 

2 7 
0 -6 -2 

3 2 3 

1 0 


1Q. 

.J>.. 


= ..r.Bâ 


• 3 \ 


-J 


Para isso complete: 


det M = 


0 ! 2 7 -3 

! I 


i : 

o 

T.-.S.-.Z -3 

-1 ! 0 I -6 -2 

1 1 
| | 

Ms 

t-H 

1 

S— ✓ 

II 

-i -2,ü. 

-6 -0.0 -2 -(-Ú.P 

7 ! 3 2 3 

1 1 

------ 


7 -Zã. 

2 -0.3 3 ,:{jJ.3 


Continue na página seguinte. 


YV 


■(-*/ 


\-4 

IL 

: i 


7 

-6 

~2 


-í 

-2 

6 


d) M = 


Mm = 


iõ 

-4 


23 

4 



H • 



6 

-A.iP.j.- 3 

1 = 

-1 

-2 \ 1 : 0 

L 

0 

7 \-3 : -/ 


-2 

-4 

f \-1 : 7 

1 1 

6 | 

2\ 

-3 

,-(-M 

-3 \ 

.Li. 

-1 

-3 j- 

■6 ; 

7 

-Í72 


/- 

9 


■(-*) 


2+3 


7-2. (-4) 
- 6 - 2 . (- 1 ) 


- 7 - 6 . (- 4 ) 
-2- 6. (-7) 


-60 + 92 • /õ 2 


6-(-l).0 2-(-2j.O -3-0.0 

O- (-■/)■ (-3) 7-(-2).f-ôJ ~ y-O.f-3, ) 

7-0. f/J 


6 -(- ô ). 2 - 3 -(- l ).2 

-3-(-6).(-õ) 7-(-vJ/-6j 


72 -1 

-27 7 


Exercícios a resolver: item 6, pág. 77. 


53. Propriedades dos determinantes: 

Vamos enunciar aqui algumas propriedades que serão úteis no cálculo de determinantes. 

Seja, então, M uma matriz quadrada de ordem n. Valem as propriedades: 

1?) Se os elementos de uma linha (ou coluna) da matriz M forem todos iguais a zero, então det M = 0. 
Exemplo: 



2?) Se a matriz M tem duas linhas (ou colunas) iguais, então det M = 0. 
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Exemplo: 



^2-3 5 ^ 

\ 

2-3 5 

1 

M = 

1 2 4 

— ► det M = 

1 

1 2 4 

1 

V 2 -3 s) 


2-3 5 


= 0 


3?) Multiplicando-se uma linha (ou coluna) da matriz M por um número real k, o determinante da nova 
matriz M’ é igual ao produto de k pelo det M. 

Exemplo: 


= 5 • det M 




5 

3 


1 3 

► => det M’ = 



= 5 • 

.. 


20 

2 


4 2 


4?) Se a matriz M tem duas linhas (ou duas colunas) formadas por elementos proporcionais, então det M = 0. 

Exemplo: 


= 2-0 = 0 



í 1 

1 

3 \ 

2 

1 

3 


2 1 

3 

M = 

3 

-2 

5 — » det M = 

3 

-2 

5 

= 2 • 

3 -2 

5 


w 

2 

6 / 

4 

2 

6 


2 1 

3 


5?) Trocando-se entre si os lugares de duas linhas (ou duas colunas) da matriz M, o determinante da nova 
matriz é igual ao determinante de M multiplicado por -1. 


Exemplo: 

í 2 


°\ 


M = 

0 

1 

-2 


l-i 

2 

-3/ 


f° 

3 

2 \ 

M’ = 

-2 

1 

0 

1 

[-3 

2 

-1/ 


det M’ = -det M 




6?) Se a matriz M é tal que cada elemento da i-ésima linha (ou j-ésima coluna) é dado por ay = by + qj, 
então o seu determinante é igual à soma do determinante da matriz M’ que se obtém substituindo o 
elemento ay por by, com o determinante da matriz M” que se obtém substituindo ay por qj. 

Exemplo: 



/ 2 

3 + 2 

4 \ 

2 

3 + 2 

4 

M = 

-i 

-2 + 5 

0 T det M = 

-1 

-2 + 5 

0 


\ 0 

-1+3 

>/ 

0 

-1 + 3 

1 



2 

3 

4 


2 

2 

4 

= 

-1 

-2 

0 

+ 

-1 

5 

0 


0 

-1 

1 


0 

3 

1 


7?) Se a matriz M tem uma linha (ou coluna) que é combinação linear de outras linhas (ou ctalunas), então 
det M = 0 



M = 


então: 


det M = 


onde a 3? coluna é igual à soma da 1? com o dobro da 2? coluna, 


-14 7 0 

2 0 2 1 

0 -1 -2 -2 

-3210 


= 0 


Aplicação: 

1?) Dadas as matrizes abaixo, justifique, pelas propriedades dadas, por que o determinante é nulo: 
í-2 3 5 

a) M = -4 6 10 

\ 1 0-2 

det M = 0, pois . 2^ 




det M = 0, pois 


- c) M = 



-3 

-2 

0 

1 


‘ °\ 
2 0 



det M = 0, pois 


££eme7iá7Z ■ate- 3^ cofu/za 


/a 2a + 3c c 

d) M = j b 2b+3d d 
\ c 2c + 3a a 

det M = 0, pois 



e) M = 




2 

1 

3 


4 

-2 

0 


8 

0 

6 


/-I 2 4 8 ^ 

-3 
0 

2 0 -1 -1 / 

det M = 0, pois 




/° 


f) M = 




-1 

0 

3 


g) M = 


-3 

6 

0 

2 

-1 

2 

5 

1 

is & 


7 'Á<Z = 


3x 2 

-x 3 


/ 

0 

2 

6x 2 

-2x 3 



det M = 0, pois .7^^ 

lt..2.íáákr.J...: ,', Z 


h) M = 


det M = 0, pois .íííí : 5^í.<?bí^ — Íí?. - 

cobujwz, 1 




, com (a + b + c) =£ 0: 


a+c 

b 

1 


CU-Ò+G 

b 

1 


/ 

b 

/ 

à+a 

c 

1 

- 

LJL -+Ô+C 

c 

1 

= (/L+Ò+c) 

1 

c 

i 

6+c 

íZ 

1 


LL+Ó+C 

Oü 

1 


i 

a 

1 


det M = 0, pois 


2?) Sem calcular o valor dos determinantes das matrizes abaixo, mostre que: 

14 7 49 21 

2 0 13 

-4 3 0 4 

0 - 2-1 1 


= <? 


a) det M é divisível por 7, onde M = 
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Para isso, lembrando que quando se multiplica os elementos de uma linha de uma matriz M por k 
tem det M’ = k • det M, complete: 


det M = 


14 

7 

49 

21 


.. 2 .. 



3. 

2 

0 

1 

3 

= 7 • 

2 

0 

1 

3 

-4 

3 

0 

4 


-4 

3 

0 

4 

0 

-2 

-1 

1 


0 

-2 

V - 

-1 

1 

J 


isto é: 


det M’ 


detM = JL • detM\ ou seja, detM é ..d&táàt&eÂ. por 7. 




b) det M é divisível por 2, onde M = 

Para isso, complete: 


14 

2 

-4 


\o 


7 

0 

3 

-2 


49 

1 

0 

-1 


21 \ 


3 

4 
1 



14 

7 

49 

21 


...Z. 

i 

49 

21 


2 

0 

1 

3 


i 

0 

1 

3 

detM = 





= 2 • 




-4 

3 

0 

4 


r. 2... 

3 

0 

4 


0 

-2 

-1 

1 

V 

.a... 

-2 

-1 

1 

j 


det M’ 


det M = . 2 .... * de t M”, ou seja, det M é ..Ztfó&âC.tâiu. por 2. 

21 \ 


c) det M é divisível por 14, onde M = 



7 

0 

3 

-2 


Para isso, complete: 

14 7 49 

2 0 1 

-4 3 0 

0 -2 -1 


detM = 


= Z.. • Z, 


1 / 7 


n. 


o 

3 


1 

0 


O -2 -1 


21 

3 

4 
1 

3 ... 

3 

4 
1 


= .. z . 


49 

1 

0 

-1 

2 

2 

-4 

0 


3 

4 


>/ 


Z. .7.. 3- 


0 

3 

-2 


1 

0 

-1 


3 

4 
1 


det M’ : 


isto é: det M = jé:..... • det M’”, ou seja, det M é 


isto é: 


por 14. 


se 
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2 


3 5 


d) det M é divisível por 30, onde M = 


6 9 75 
4 7 20 



2 

3 

5 


/ 

3 

5 


/ 

3 

1 

det M = 

6 

9 

75 

= 2 . 

3 

9 

7õ 

= 2 . 5 . 

3 

9 

1õ 


4 

7 

20 


2 

7 

20 


2 

7 

4 


= 2.6.3 


7 

1 


3 1 

3 õ 


= 30 det M' ? jçotámár det M d dtmáeb ^X7i30. 


2 7 4 

, 2 5 

e) det M é divisível por 10, onde M = 5 3 2 

\ 3 2 5 / 

Para isso, adicione aos elementos da 1? coluna os elementos da 2? coluna multiplicados por 1 e os 
elementos da 3? coluna multiplicados por 1, assim: 



2 

5 

3 


...ia.. 

5 

3 


/ 

5 

3 

det M = 

5 

3 

2 

= 

...1.0... 

3 

2 

ii 

/ 

3 

2 


3 

2 

5 


10 

2 

5 


/ 

N- 

2 

6 


/ 


íóto d-. 


Mm- io.Mm' 

üu Ma,'. Mm d diviicíed pot IO: 

d 7» b c 

f) det M é divisível por (a + b + c) =£ 0, onde M = b c a 


MM' 


c a b 


a 

ó 

c 


JX+Ô-f-C 

b 

c 


i b o 

6 

c 

a 

— 


c 

a 

^(a+6ic J. 

i c a 

o 

a 

6 


cia+b 

a 

b 

1 a b 

/ / A 


Mm- 


Mm- (a+6tc) . Mm' 
m /Mja : det M d dcwòcvetf pot (a,+6tcj • 

' 3 x 2 -12 21 


ida d 


g) det M é divisível por (x + 2) 0, onde M = I x 

-x 

Para isso, complete: 



3x 2 

-12 

21 


..d -d ...z 

det M = 

X 

2 

0 

= 3 • 

x 2 0 


-X 

-2 

3 


-x -2 3 


2 0 

-2 3 


e somando aos elementos da 1? coluna 
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os elementos da 2? coluna multiplicados por 1, vem: 



x 2 -4 

-4 

7 


(x + 2) . (x - 2) -4 7 

det M = 3 • 

X-f2 

2 

0 

= 3 • 

2 o 


-x-2 

-2 

3 


-2 3 


= 3 • (x + 2) 


x-2 -4 

/ 2_ 

- / -2 


7 


0 

3 




■det M' 

àcc /wja : deó M a dcvtótwê vob 4^2). 


Exercícios a resolver: itens 7 e 8, págs. 77 e 78. 


3?) Resolva a equação 


x 2 -x 1 

4x x 2 - 5 0 

4x -4 2 


= 0 


Observe que se desenvolvermos o determinante acima teremos uma equação do 4? grau, o que não é 
muito conveniente. Vamos então procurar determinar os valores de x aplicando as propriedades vistas. 

Assim, adicione aos elementos da 1? coluna os elementos da 2? coluna multiplicados por 1 e fatore os 
elementos da 1? coluna: 


X 2 - X -X 1 


x(x-l) -x 1 

x*Wx-5 x 2 - 5 0 

= 0 

(*±§)(*d) 5 o 

4x-4 -4 2 


4{x-l) -4 2 


= 0 


Veja, x = 1 é uma solução, pois para x = 1 todos os elementos da 1? coluna são nulos e portanto o 
determinante é nulo. 


Se x 1, então você pode escrever: 


x(x - 1) 

-X 

1 


-X 

1 

(x + 5) • (x - 1) 

x 2 - 5 

0 

= 0 (x - 1) . 

4 + 5 x 2 -5 

0 

4(x - 1) 

-4 

2 


4 -4 

2 


= 0 


e sendo x =£ 1, você tem 


= 0 


-x 1 

4±5 x 2 - 5 0 

- 4 2 

Adicione à 2? coluna os elementos da 1? coluna multiplicados por 1 e aplique o Teorema de Laplace: 


X 

0 

7 

1 

- 0 (- 1) 4 • (x 2 + x) 

* * 

i 

x + 5 

X/x 

0 

4 

2 

4 

0 

2 


T 



= 0 
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X • ( x±£ X2x - A . ) = 0 


X = .0. 

ou 

1 Y±i" = 0 

ou 

2j~4= o 


X = . 

X= 2 


Portanto: V = 


4?) Resolva a equação 


6x -2x 
-9x x 2 
x 2 -3 


2 

4 

-1 


= 0 


Para isso, complete: 

a) 0 valor x = 0 é solução, pois se x = 0 os elementos da . se anulam e, portanto, 

determinante é . 

b) Se x ^ 0, então você pode escrever: 


6x 

-2x 

2 


6 

-2x 

2 

-9x 

x 2 

4 

I 

o 

ii 


x 2 

4 

x 2 

-3 

-1 


X 

-3 

-1 


= 0 


x 


-2x 

x 2 

-3 


2 

4 

-1 


= 0 


Somando aos elementos da 1? coluna os elementos da 2? coluna multiplicados por 1 e fatorando vem: 


= 0 


6 - 2x -2x 

2 


-2 • ( x-3) 

-2x 

2 

-9 /X 2 x 2 

4 

= 0 <=* 

(..tíd-ilrJ) 

x 2 

4 

x -3 -3 

-1 


(£:.3 

-3 

-1 


portanto x = 3 é outra solução, pois ... . 42Í24.... 

/£ arfuTza >ó£ axuÃazK % ■o' 


c) Se x =£ 3, então você pode escrever: 


-2 • (x - 3) 

-2x 

2 



-2x 

2 

(x + 3) • (x - 3) 

x 2 

4 

- 0 <=> (x - 3) • 

x/â 

X 2 

4 

(x-3) 

-3 

-1 


1 

-3 

-1 


-2 -2x 2 

X+3 x 2 4 
/ -3 -1 


= 0 


Somando aos elementos da 1? coluna os elementos da 3? coluna multiplicados por 1 e aplicando o 
Teorema de Laplace, vem: 


75 


-2 

-2x 

2 


O 

-2 x 

2 

x + 3 

x* 

4 

- 0 

xv7 

x 2 

4 

1 

-3 

-1 


0 

-3 

-1 


= 0 


(- 1 )-^"" -(x + 7 ) 


zZjl 

7 . 3 ... 


2 .. 

:1. 


e portanto -(x + 7) • ( 22.t.3. ) = 0 = 
Você obteve V = { -2jt.7.3./....(?..?..3....].. 


= 0 

x + 7 = 0 = 


x = 


ou 

2*7í. 6 = 0=* x = 


. 7 . 2 . 

.7.3. 


Exercícios a resolver: item 9, pág. 78. 


EXERCÍCIOS 
SEQÜÊNCIA A 


1) Calcule os determinantes abaixo: 
5 1 


a) 


b) 


c) 


3 

-2 

1 

3 

-5 


d) 


2 -1 
-3 4 

0 1 
5 2 

2 6 
5 15 

2) Calcule os determinantes abaixo, aplicando a regra de Sarrus: 
1 2 1 


a) 


b) 


c) 


2 

2 

-1 

2 


2 -1 


1 

-1 

-2 


d) 


e) 


g) 


-1 

3 

0 

-2 

0 

2 

1 

2 

2 

2 

-1 

-5 


0 

-1 

3 


1 -1 

1 3 
1 -2 

2 -3 


-6 

1 

5 

3 


1 -4 


3) Resolva as equações: 

2 6 
1 x 


a) 


0 


b) 


c) 


d) 


e) 


x + 3 4 

4 x - 3 

2x - 3 x + 5 
-3x x+1 

-2x 2 

-5x x + 4 


= 0 


= 0 


-2x 3 1 

-10 4 

0 1 x-1 


= 0 
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g) 


h> 


-1 

2x- 5 
2 

2 -1 


3 0 

-1 1 
x + 2 -2 


= 0 


x + 3 
x 2 
-3 


= 2 


1 -2 

0 x + 2 
x- 1 0 


-48 


4) Calcule os determinantes abaixo, pelo Teorema de Laplace: 
-3 2 5 


a) 


b) 


4 

-5 


2 -1 

0 2 


-2 

2 


1 


-2 -1 
0 5 


0 0 
3 


0 


3-200 


d) 


-2 

1 

2 

5 


5 1 

0 -1 


0 0 


0 2-4 


0 0 
-1 8 
1 -5 


0 


1 

6 

7 

-3 


0 0 

-1 6 

0 -2 


2 -1 -3 

0 5 0 

-5 -4 -2 

-15 0 

4 3-3 
0-2 0 

5 2 0 

0-5 0 


5) Calcule os determinantes abaixo, aplicando antes o Teorema 
de Jacobi para obter zeros: 



2 

1 

-3 

« 

/* 

-1 

°\ 

a) 

5 

3 

4 


a) 3 

4 

0 


2 

-1 

-5 


\s 

-2 

0/ 


b) 


c) 


d) 


a) 


b) 


c) 


2 

-1 

-2 

0 

3 

1 

2 

1 

3 

3 

2 

0 

-2 

3 

2 

3 

0 

1 

1 

-2 

-3 

2 

1 

0 

3 

5 

0 

6 

-4 

2 

-5 

3 

-5 

4 

* 2 

3 

e os determin 

1 

3 

2 

5 

18 

12 

3 

10 

9 

4 

2 

6 

-2 

1 

4 

10 

-3 

-15 

-4 

11 

-2 

3 

-5 

1 


d) 


3 

-2 

4 

1 

10 

-6 

9 

2 

-3 

11 

-9 

-3 

4 

3 

-2 

0 


4 

7 

3 

13 

5 

-4 

6 

20 

3 

-1 

1 

4 

0 

10 

0 

2 

3 

2 

1 

0 

5 

-2 

3 

-2 

7 

4 

-2 

5 

3 

6 

0 

1 


7) Justifique por que os determinantes das matrizes abaixo são 
nulos: 
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b) 


c) 


d) 


e) 



\ 


r -3x 3 

2 - 3x 8x 2 \ 


1 

f) Sendo M = ( 

3x 2 

x 2 

-s 

/ 

! 

V » 

-2 

> / 


g) 


8) Sem calcular o determinante das matrizes abaixo, mostre que: 


a) Sendo M 


por 2. 


b) Sendo M = 



o det M é divisível 



c) Sendo M = 


o det M é divisível por 9. 


d) Sendo M = 



e) Sendo M = I 3x‘ -12 1 

-4 2x 0 

o det M é divisível por (x - 2), com x =£ 2. 


o det M é divisível por (x - 1), com x =£ 1. 
9) Resolva as equações: 


a) 


b) 


x 2 5 
x x -3 

XXX 

1 1 1 

I 2x 1 

II x - 5 

1 1 1 


= 0 

1 

1 

1 

3x + 2 


= 0 



x 2 -4 

2x 2 2 


c) 

3x - 6 

8 1 

= 0 


2 - x 

16 2 



3x 3 - 6x 

-21x 

0 

d) 

-15 

-5x 

-1 


2x + 4 

8x + 26 2 


= 0 


RESPOSTAS 

D a) 7 

b) -14 

c) 32 

d) 5 

e) -5 
0 0 

2) a) 3 

b) -46 

c) 7 

d) -7 

e) 18 

f) 0 

g) 0 

3) a) 3 


b) ± 5 
O -3; 
d) 0; 1 


1 


e) 


11 


n 

l) 13 

g) -4; 2 

h) -5; 4 

4) a) 32 

b) 16 

c) 51 

d) 176 

e) 57 

f) -228 
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5) a) 44 

b) -156 

c) -14 

d) -448 

6) a) 7 

b) -16 

c) -1 

d) 126 

e) -90 

f) -36 

7) a) 3? coluna = 0 

b) 1? linha = 3? linha 

c) 7-3? coluna = 1? coluna 

d) 3? linha = 1? linha + 2? linha 

e) 2*1? linha + 2? linha = 3? linha 

f) 2 • 1? linha + 2? linha = 3? linha 

g) 2*1? coluna + 3? coluna + 4? coluna = 2? coluna 

9) a) -3; 0; 2 

c) -VfT; 2; VT 

d) -3; 0; 3; 13 


SEQUÊNCIA B 

1) Determine, quando existirem, as matrizes inversas das ma- 
trizes seguintes: 

Observação: uma matriz A é inversível se existe uma matriz 
B tal que 

A • B = B • A = I 

onde I é a matriz identidade. A matriz B recebe o nome 
de matriz inversa de A e é indicada por A . 

Vale a afirmação: “Uma matriz A é inversível se e somente 
se det A =É 0”. 


a) A = 


2 1 
5 3 


A 


-1 



Sugestão: Calcule det A e resolva a equação: 


b) B = 


c) C = 


d) D = 


e) E = 



2) Determine k, de modo que a matriz A = 

seja inversível. f/ ^ ^ 

3) Para que valores de m a matriz 

m 1 15 

4) Mostre que são nulos os determinantes: 

3a + 5x 
3b + 5y 



é inversível? 


a) 


b) 


3c + 5z 


z 

x 

y 


, com x + y + z = 0 



a 

3a + x 

1 


c) 

b 

3b + x 

1 



c 

3c + x 

1 



1 

sen 2 a 

cos 2 a 

d) 

1 

sen 2 P 

cos 2 P 


1 

sen 2 7 

cos 2 7 


5) Sendo 


a) 


b) 


a m 
b n 
c p 

3x m 
3y n 
3z p 

-5x m 
-5z p 


-5y 


6) Mostre que 


a 
b 

c 

2a 

2c 

2b 

x a 

X X 
X X 
X X 


= k, calcule os determinantes: 


3K 


- 10 K 

m n 
b P 

= x (x - a) • (x - b) • (x - c) 

x c 

X X 


7) Resolva as equações: 


a) 


b) 


1 1 
1 2 
1 2 
1 2 

log x 16 
2 
1 


1 

2 

x + 6 
3 


1 

2 

-3 
x - 2 


logx 2 logx 4 
0 1 

1 1 


= o {- V77; \ÍTi\ 


{4} 
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1 


1 

1 



1 x + 2 

1 

1 

r 1 

c) 

1 1 

x - 5 

1 

.0 \-1,6,2 j 


1 1 

1 

-x + 3 



l°g x 2 

1 


r i 

1 

d) 

log 2 x 

1 

= 0 

Ít 

’ 2 \ 

8) Determine os 

valores de 

x para os quais o determinante 

abaixo é nulo: 





2 3 

3 

-2 



-1 2 

x- 1 

6 

/^toâi7Ul ■/ 2*c0£una, + 


4 6 

13 

3 

V }X = 8 


5 -1 

6 

2 





a 

a + m 

a + 3m 


9) Mostre que 

b 

b+ n 

b+ 3n 

= 0 



c 

c + t 

c+ 3t 



10) Calcule os determinantes de Vandermonde: 

Obs.: Determinante de Vandermonde é todo determinante 
associado à matriz de ordem n onde cada coluna é 
formada de potências de mesma base com expoente 
variando de 0 a n- 1. Os elementos da 2? linha se 
chamam elementos característicos e vale a propriedade: 
“o determinante de Vandermonde é igual ao produto 
de todas as diferenças entre os elementos caracterís- 
ticos onde o índice que indica a coluna em cada 
minuendo é maior que o índice correspondente de 
cada subtraendo”. 

Exemplo: 

1111 
a b c d 
a 2 b 2 c 2 d 2 
a 3 b 3 c 3 d 3 

= (d - a) • (d - b) • (d - c) • (c - a) • (c - b) • (b - a) 


a) 


b) 


c) 


d) 


1 

2 

4 

1 

5 

25 

1 

-3 

9 

1 

-2 

4 


1 

3 

9 

1 

3 

9 

1 

1 

1 

1 

3 

9 


1 
4 
16 

1 
2 
4 

1 
2 
4 

1 1 
-1 4 

1 16 


-2 


~ -6 


= 20 


-8 27 -1 64 


1 

log 5 


1 

log 50 


^-600 


1 

log 500 


(log 5) 2 (log 50) 2 (log 500) 2 

11) Resolva as equações: 

1 


a) 


b) 


1 

5 

25 

1 

x 


1 

3 

9 

1 

2x 


= 0 


V 


1 

3x 


4x 2 9x 2 


- 16 V 


[ s ’ 3 \ 

■(*} 


12) Calcule o valor do determinante abaixo, sendo a^ a 2 , a 3 e 
M os 4 primeiros termos de uma P.A. de razão k: 


1 

1 

1 

1 

a l 

a 2 

a 3 


2 

2 

2 

2 

a l 

a 2 

a 3 

M 

3 

3 

3 

3 

a l 

a 2 

a 3 

*4 


- 12 1 * 
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Neste capítulo, pretende-se que o aluno esteja apto a 


Sistemas Lineares 


a) resolver sistemas de n equações a n incógnitas por meio de 
determinantes. 

b) discutir a existência de soluções desses sistemas . 


EQUAÇÃO LINEAR 

55. Definição: 

Chama-se equação linear a n incógnitas (xj, x 2 , . . . , x n ) toda equação da forma: 

a n x! + a 12 x 2 + . . . + a in x n = b 

onde a n , a 12 , . . . a ln são números reais chamados coeficientes e b é um número real chamado termo independente. 

56. A solução de uma equação ünear a n incógnitas é a ênupla ordenada de números reais (aj, a 2 , . . . , a n ) que 
verifica a igualdade autXi + a 12 a 2 + . . . + a ln a n = b. 

57. Assim, assinale as afirmações corretas: 

a. ( X) 3x + 4y = 2 é uma equação linear nas incógnitas x e y. 

b. ( ) 3x 2 + 4y = 2 é uma equação linear nas incógnitas x e y. 

c. (X) 3x + 2y - 5z = 0 é uma equação linear nas incógnitas x, y e z. 

d. ( ) 3x + 2y - 5z = 0 tem coeficientes 3, 2 e -5 e o termo independente é 3. 

e. (X) 3x + 2y - 5z = 0 tem coeficientes 3, 2 e -5 e o termo independente é zero. 

f. (X) -3x + 2y = -8 é uma equação linear nas incógnitas x e y cujos coeficientes são -3, 2 e o termo 

independente é -8. 

g. (X) (0» -4) é solução da equação linear -3x + 2y = -8. 

h. ( ) (0, 0) é solução da equação linear -3x + 2y = -8. 

i. ( ) (0, -10) é solução da equação linear -3x + 2y = -8. 

j. (X) (2, -1) é solução da equação linear -3x + 2y = -8. 

l. ( ) (2, -2) é solução da equação linear -3x + 2y = -8. 

m. (X) (-2, -7), (3, y), (4, 2) também são soluções de -3x + 2y = -8. 

n. (X) a equação linear -3x + 2y = -8 tem infinitas soluções. 
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o. (X) -2x + y-3z + w = 3é uma equação linear nas incógnitas x, y, z e w cujos coeficientes são -2, 

1, -3 e 1 e o termo independente é 3. 

p. ( ) -2x + y-3y + w = 3é uma equação linear cujos coeficientes são -2, 1, +3 e zero. 

9- (X) (0, 2, 1, 4) é uma das soluções da equação linear -2x + y-3z + w = 3. 


SISTEMAS LINEARES 

58. Definição: 

Chama-se sistema linear a um conjunto de m equações lineares a n incógnitas. 




anXj 

+ a 12 x 2 

+ . . 

. . + 

a m x n = bi 

Assim: 

< 

a 2 jXi 

+ a 22 x 2 

+ . . 

. . + 

a 2n x n — ^2 



^a mi X! 

+ - a m2 x 2 

+ . . 

, . + 

a mn x n = b m 


é um sistema linear de m equações a n incógnitas. 

Uma ênupla (oq , a 2 , . . . , <* n ) é solução desse sistema se (oc x , a 2 , . . . , a n ) for solução das m equações do sistema. 
Se o sistema tiver uma única solução, diremos que é um sistema determinado. 

Se o sistema tiver mais de uma solução, diremos que é um sistema indeterminado. 

Se o sistema não tiver solução, diremos que é um sistema impossível. 

é um sistema linear de 2 equações a 2 incógnitas e (2, 0) é solução desse sistema. 
Esse sistema é determinado, pois tem uma única solução. 

2 é um sistema linear de 2 equações a 3 incógnitas e (1, 0, -5), (0, 1, -1), (2, -1, -9) 

3 etc. são soluções desse sistema. Esse sistema é indeterminado, pois tem mais de 
uma solução. 

é um sistema linear de 2 equações a duas incógnitas. Esse sistema é impossível, 
pois não tem solução. 


Exemplos: 

a) 


í" 2x + y = 
|^4x + y = 


b) 


3x - y + z = - 
-2x + 2y - z = 


c) 


2x - 3y = 4 
2x - 3y = 6 


RESOLUÇÃO DE SISTEMAS LINEARES 


59. Estudaremos apenas a resolução de sistemas lineares onde o número de equações é igual ao número de incógnitas. 
Esse estudo poderá ser feito através de matrizes ou através de determinantes. 


Nos limitaremos apenas ao estudo da resolução de sistemas pelos determinantes. 

anXx + a 12 x 2 + . . . + a in x n = bj 

. . . . a 21 xi + a 22 x 2 + . . . + a 2n x n = b 2 

Assim, seja o sistema 


a m x i + a n 2 x 2 a nn x n - b n 


60. A resolução desse sistema se faz através de uma regra prática chamada regra de Cramer, que consiste em: 
1 — Calcula-se o determinante da matriz dos coeficientes: 
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A = 


*11 

*12 

*in 

*21 

*22 

*2n 

*m 

*112 

*nn 


2 — Se A # 0, o sistema é determinado, isto é, admite uma única solução dada por: 


x _ Ax l V - Ax 2 v - Ax 3 

Xl “ A ’ X2 "~’ 3 ~~Ã~ 


> A n 


Xn = 


Ax„ 


onde: 


A *i - 


A X„ = 


b, 

*12 

• *in 


*ii 

b, . 

• • a in 

b 2 

*22 

*2n 

> A X2 - 

*21 

b 2 • 

a 2n 


*112 

*nn 


a m 

b n 

*nn 

*11 

*12 

.. b* 




*21 

*22 

. . b 2 




a m 

*112 

b n 





ou seja, A Xi é o determinante da matriz que se obtém substituindo-se a coluna coeficiente X[ pelos 
respectivos termos independentes das equações. 

/A Xl A x . A x \ 

Portanto, a ênupla * — — , ...» — j é a solução do sistema. 


3 — Se A = 0 e todos os A Xi forem nulos, o sistema é indeterminado. As infinitas soluções podem ser obtidas 

em função de uma das incógnitas. 

4 — Se A = 0 e existir pelo menos um A Xi diferente de zero, o sistema é impossível. 


61. Aplicação: 

19) Resolva o sistema 


x - 3y 
2x + y 


+ z = -4 
- 2z = 11 


.-x + 2y 


5z = 15 


Para isso, complete e calcule: 

a) O determinante A da matriz dos coeficientes: 



/ 

-3 

/ 


\-i- 

I 

-0-- 

~0" 

A = 


1 


= 

2 

i 

7 

-4 


-1 

2 

'5 


-i 

-/ 

-4 


b) A = -32 0, então o sistema é 

O sistema admite solução, dada por x = 

Então, sendo: 



• -32 


e 


A z 

Z "“Ã* 
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= -64 



-4 

-3 

i 


\-o- 

-€h- 


A x = 

a 

1 

-2 


3 

-õ 

-k 


15 

2 

-5 


-5 

-13 

-i 


1 

-4 

1 


1 

-i- 

— o- - 

- -0-- 

A y = 

2 

ii 

-2 

= 


12 

-4 


-1 

15 

-3 


i 

11 

-4 


1 

-5 

. -4... 


i 

-1- 

--0-- 

--Õ-- 

A z = 

2 

1 

11 

= 

k 

7 

12 


-1 

2 

15 


4 

i 

-1 

11 

vem: x 

-64 „ 

~-32 2 ’ 

-32 

y= -32 

m i e 

z = 

26 _ 
-3Z 

3 


-32 


--26 


Portanto, a solução do sistema é (2, 1, -3). 


29) Resolva o sistema 


3x - 2y + z = 4 
x + 3y - 2z = -7 
5x + y + 5z = 9 


Para isso, complete e calcule: 

a) O determinante A da matriz dos coeficientes: 



3 

-2 

1 

- 

A = 

1 

3 

-2 

= 


5 

1 

õ 

- 

b) A =67 # o, 

então 

o sistema é 

deleb/ 

0 sistema admite 

IX77Z6Z ACTZCCCZ/ solução, c 


4 

-2 

i 


A x = 

-7 

3 

-2 

— 


2 

1 

5 

- 


ó 

4 

1 

- 

Ay = 

i 

-7 

-2 

= 


õ 

2 

õ 



3 

-2 

4 


A z = 

1 

õ 

-7 

= 


5 

1 

9 



o - 

7 


-õ- 

-1 

11 


1 - 


-i 

â 


* 67 


A 


-_ A X 


e z = 


Az 

A 


0 ---- 0 - 
1 -1 

■11 11 


-Ô- 

7 

10 

! 

- 1 - 


- 0 - 

1 

- 11 

-11 
- 3- 
14 


-~ 1 -\ 

-2 

6 

\ 

-- 1 - 

i 

Ò 

i 

25 

-- 7 - 

44 


* 11 - 11 * O 


= - 77 -/ io b -67 


*-(-484+ 350)= 1/34 
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X = 


0 = 0 , y = - 1 Í2=-/ e z = = £ 


..£z._ * J " ...( 3 . 2 . 

Portanto, a solução do sistema é ( ___Q_ 


..<5.7... 

-.1 2... )• 


39) Resolva o sistema 


x + 3y - 6z = 2 
-2x - y + 2z = 1 

3x + 2y - 4z = -1 


Para isso, complete e calcule: 

a) O determinante A da matriz dos coeficientes: 


A = 


i 

3 

~6 



-0 — o- 

-2 

-1 

2 


i 

3 

-10 

3 

2 

-4 


3 

. t 

-7 

14 


= 70-70 = O 


b) Como A = 0, o sistema pode ser indeterminado ou impossível, conforme os valores dos determinantes 
A x , Ay e A z . 

Assim: 

Se A = 0 e todos os A Xj forem nulos, o sistema é • 

Se A = 0 e pelo menos um A Xi diferente de zero, o sistema é • 

Então: 



£ 

a 

-6 


2 

6 

-40 

A x = 

1 

-i' 

2 

= 

| 


---e- 


-1 

2 

-4 


1 

-r 

i 

1 

-2 


4 

2 

- 6 


i 

-4-- 


--o- 

Ay = 

-2 

1 

2 

= 


ó 

-10 


3 

-1 * 

-4 


3 

i 

-7 

14 


1 

3 

2 



- O - 

--0- 

Az = 

-2 


1 

= 

-2 

5 

5 


à 

2 

-1 


3 

-7 

-7 

Como 

A = 0 e todos os A Xi 

= 0, o sistema < 

í ...iMjfóÚ.tMlMlh. 


~-(-40+10)=O 


= 70-70=0 


= - 36 -(36 = O 


c) Vamos portanto calcular as infinitas soluções em função de uma das incógnitas, por exemplo z, 
tomando-se duas equações quaisquer do sistema dado, formando um novo sistema, como se segue: 

f x + 3y - 6z = 2 ^ f x + 3y = ...2.2...6.Z. 

\_-2x - y + 2z = 1 ^ \_-2x - y = ..J.-...2.Z 

Resolvendo esse novo sistema, vem: 

i ....3.. 


A’ = 


~..z.. 


-1 


.-...{..t..6....Jr..à. 


85 


Ak = 


Ay = 


2 + 6z ...3. 
1 " 2z -X. 




...L... 2 + 6z 

.-i’. 




Al 


X = 


-^5 


-/ . y-£» J ^p-« í+2-z 


A ’ ' A’ 

As infinitas soluções do sistema são dadas por (-1, 1 + 2z, z) quando se atribuem valores quaisquer para z. 

3x + 4y - 5z = 0 
49) Resolva o sistema ^ 4x - 3y + 2z = 0 

x - 7y + 7z = 0 


Para isso, complete e calcule: 


a) O determinante A da matriz dos coeficientes: 


- 

3 

4 

'5 


0 

25 

-26 

A =. 

4 

-3 

Z 

= 

0 

25 

-26 


1 

-7 

7 


1 

-7 

7 


b) Como A = 0, o sistema pode ser indeterminado ou impossível, conforme os valores dos determinantes 

A x , Ay ® A z . 

Assim: 

Se A = 0 e todos os A Xi forem nulos, o sistema é 

Se A = 0 e pelo menos um A Xi =£ 0, o sistema é • 

Então: 



0 4-5 


3 0'5 

• 

3 4 0 

A x = 

0-3 2 

II 

> 

*< 

II 

4 0 2 

II 

o 

II 

4-3 0 


0-7 7 


1 0 7 


1-7 0 


Como A = O. e todos os A Xi = , o sistema é 


c) As infinitas soluções em função de uma incógnita, por exemplo x, tomando-se duas equações quaisquer, 
são dadas pela resolução do novo sistema: 


{: 


3x + 4y - 5z = 0 
4x - 3y + 2z = 0 


4y - 5z = -. 3 . 4 .... 
-3y + 2z = -. 4 .#...... 



-õ 

Z 


= 8.-/5..= -Z , a’ 


- 3 / 

- 4 % 


-5 

Z 


.-.Ó.)C..-..20-X..r..r.2áX .. » 
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A’ z = 


4 

-3 


-ô< 
- - 4 < 


= ,.&.X-Qx..^.25.x e y = =& : -f- x z = ^ 


-^5^ ^5 v' 


26x 25x 

As infinitas soluções são dadas por (x, — — , — — ) quando se atribuem valores quaisquer para x. 


59) Resolva o sistema < 


x + y + z = 0 
3x + 2y + 2z = 3 
2x + 3y + 3z = -1 


Para isso, complete e calcule: 

a) O determinante A da matriz dos coeficientes: 


1 
3 

2 


1 

2 

3 


1 

2 

3 


= ... 0 ... 


b) Como A = 0, o sistema pode ser indeterminado ou impossível, conforme os valores dos determinantes 
Ax > Ay e A z . 

Assim: 

Se A = 0 e todos os A Xi forem nulos, o sistema é . . • 


Se A = 0 e pelo menos um A Xj diferente de zero, o sistema é 
Então: 


A x = 


A y = 


O 

3 

-1 

/ 

3 

2 


/ 

2 

3 

O 
3 
- 1 


1 

2 

3 

1 

2 

3 


0 


/ 

3 

2 


O 0 
3 -1 

-1 1 


^ 2 


Como existe A y ^ 0, podemos afirmar que o sistema é 


’46Mc 


Exercícios a resolver: item 1, pág. 89. 


t ax + 2y + z = -1 

-2x + y + 3z = 0 determine o valor de a de modo que o sistema seja determinado. 

3x + z =2 

Para isso, complete e calcule: 
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a) O determinante A da matriz dos coeficientes: 



CL 

2 

1 


CL- d 

2 

/ 

A = 

-2 

/ 

3 

- 

-11 

1 

d 


3 

tf 

1 


0 

0 

/ 


= a -3 + 22 ^ ac +19 


b) O sistema é determinado para A . 

Então, para a+19^0 =» a .^... 7 ../^?. e o sistema é 


(. 


2 x - y = -1 


4ax - by = 2 


seja indeterminado. 


79) Determine a e b de modo que o sistema 
Para isso, complete e calcule: 

a) O sistema é indeterminado se A % e todos os A Xi , isto é, A x =..(7.. e A y = £7 . 

2 -/ 


b) A = 0 


Ax = 0 


A y = 0 


-tf 

-1 -/ 
2 -tf 

2 -/ 

4a 2 


= "\ 2 tf +4/2 Q , logo b = 2 a. 

= > logo b = ..7.2.. e portanto a = . 

= 4.+.4CL=0 , logo a = - / e portanto b = -.. 2 .... ■ 
Então, o sistema é indeterminado para a = -/ e b = - ^ . 


89) Discuta o sistema 


" 2x + 3y - z = 0 
< 2x + 4y - 3z = a 
_ -y + 2 z = b 


Para isso, complete e calcule: 


a) O sistema é determinado se A . 

O sistema é indeterminado se A = (9 e todos os A v - - É? . * 

A i 

O sistema é impossível se A e pelo nienos um A x . ,/„O m . 



2 

3 

-/ 


2 

d 

-/ 


b) A = 

2 

4 

-5 


0 

/ 

-2 

= 2(2-2) = tf 


tf 

-1 

2 


0 

-/ 

2 


Como A # = , o sistema pode ser indeterminado ou impossível, conforme os valores dos determi- 

nantes A x , A y e A z . 



tf 

3 

-1 


tf 

tf 

-4 

c) A x = 

a 

4 

-d 

= 

a 

-tf 

-3 


tf 

-1 

2 


ô 

tf 

2 


2 

tf 

'1 


tf 

tf 

-/ 

Ay = 

2 

ac 

-3 

= 

-4 

a 

-3 


tf 

tf 

2 


4 

b 

2 

V 


= - i (õ/z +5Ó( -óa -6b 


= - 2 (- 4 ò - 4/z )= 4Ò +4 a 


2(ô / /z) - 2/z + 2 6 



2 

3 

O 


2 

3 

O 

Az - 

2 

4 

Oj 

= 

O 

1 

jOU 


O 

-1 

b 


O 

-1 

b 


d) Como A = 0, o sistema será indeterminado se A x = 0 e A y = 0 e A z = 0. 

Portanto: A x = {?.ÇL - ÕÔ = 0 =► a = ..-fÓ.. 

Ay = = 0 => a = 

A z = ..ZOi.tlh... = 0 => a = -.4».. 

e) Como A = 0, o sistema será impossível se A x =£ 0 ou A y ^ 0 ou A z =£ 0. 

Portanto: A x = * 0 =*• a * . - -6. 

ou A y = ^ 0 => a =£ .-..4... 

ou A z = # 0 => a ¥= 

f) Então, o sistema é indeterminado para 44...7..S..4L.. e ® impossível para • 


Exercícios a resolver: itens 2, 3, e 4, págs. 89 a 90. 


EXERCÍCIOS 


SEQÜÊNCIA A 

1) Resolva os sistemas abaixo: 

- y + z = -3 
2y + 5z = 1 
y - 2z = 0 


a) 


(* : 


r -X + y - z = -1 
b) < 2x - y + z = 4 
x - 2y + 3z = -3 

( -3x + y - z = 5 
-x - 2y + z = -3 
2x + y + z = 0 

t x + y - z = 1 

x - y + z = -1 
-x + y + z = 1 


r -3x + y - z = 5 

e) s -x - 2y + z = -3 

L 2x + y + z = 0 


f) 


g) 


-2x + y + z = 0 
x - 2y + z = 0 
x + y + 2z = 0 

3x - 2z - w = 4 
2y + z + 3w = -5 
-x + w = -2 
x - 3y + 2w = 11 



2y = 1 
2y = 3 



D 


( 


2x - 3y + z 
-x + 2y - 2z 
x - y - z 


= -12 
= 6 
= -6 


m) 


4x + 7y + 9z = 12 
2x + 3y + 5z = 10 
x + y + 3z = 9 


n) 


3x - 2y + z = 2 
x + 2y + 3z = 6 
2x - 4y - 2z = -4 


o) 


-2x + 3y + z = 5 
4x - 2y = 0 
2x - 3y - z = -5 


P) 


2x + 3y - z 
x + 2y + 4z 
x - 14z = 0 


2) Determine a e b de modo que seja indeterminado o sistema 

f2x + 2y = b 
\3x + ay = 6 


3) Determine k de modo que seja impossível o sistema 

x + 2y - 3z = k 
3x - y + z = 1 
-2x - 4y + 6z = 4 


í 4x + 2y = 2 
h) 1 6x + 3y = 6 
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4) Discuta os sistemas seguintes, de acordo com os valores de 
seus parâmetros: 


a) 


í x + 

\ 2x + 


my = 2 
4y = m 2 


2x + 5y - 3z = 1 
b) ^ 4x + 10y + 2z = 5 
6x + 15y - z = k 


c) <1 


d) 


x + y + 
x + ay + 


z + 
z + 


w = 1 
w = 1 


e) 


x + y + az + w = 1 
x + y + z + aw = 1 

x + y + z = 0 
x - y + mz = 2 
_ mx + 2y + z = -1 


x + y + az = 1 

x + ay + z = a 

ax + y + z = a 2 


{ x + z = p 
y + z = 100 
-mx + z = 80 

r x + 2y - mz = -1 

g)< 3x - y + z = 4 

L. ~2x + 4y - 2z = k 

r 3x + ay + 4z = 0 
h) < x + y + 3z = -5 
2x - 3y + z = b 

r x - 2y + 3z = -4 
i) < 5x - 6y + 7z = -8 
^ 6x - 8y + pz = q 


RESPOSTAS 

D a) V = {(-1, 3, 2)} 

b) V = {(3, 0, -2)} 

c) V = {(-1, 2, 0)} 

d) V = {(0, 1, 0)} 

e) V = {(-1, 2, 0)} 

f) V = {(0, 0, 0)} 

g) V = {(2, -3, 1, 0)} 

h) V = 0, sistema impossível 

i) V = 0, sistema impossível 

j) V = 0, sistema impossível 

l) V = {(4z - 6, 3z, z)} 

m) V = {(17 - 4z, z - 8, z)} 

n) V = {(2 - z, 2 - z, z)} 

o) V = {(^, z)} 

p) V = {(14z, -9z, z)} 


2) a = 3 e b = 4 


3) k ^ -2 


4) 


a) 


b) < 


c) 


d) 


' m ^ 2 =► A ^ 0 

sistema possível e determinado 
m = 2 => A = 0 e A x = 0, Ay = 0 
sistema indeterminado 

como A = 0, para k ^ 6 
sistema impossível 
como A = 0, para k = 6 
sistema indeterminado 

7^1 => A ¥=0 

sistema determinado 
= 1 => A = 0 e 

sistema indeterminado 


A Xi 0 
A Xi = 0 


A Xi = 0 


m^O e m^l => A 0 

sistema possível e determinado 
m = Q => A = 0 e 3 A x . =£ 0 

. . „ i 

.. sistema impossível 

m = 1 => A = 0 e A x . = 0 
sistema indeterminado 


e ) < 


a^l e a^-2 =► A =£ 0 

sistema possível e determinado 
1 =» A = 0 e A Xi = 0 

sistema indeterminado 
-2 =► A = 0 e 3 A Xi =£ 0 
sistema impossível 


m =£ -1 => A ^ 0 

sistema possível e determinado 
0 ^ m = -1 e p = 80 => A = 0 e 

sistema indeterminado 
m = -l e p 80 => A = 0 e 3 A x 

^ sistema impossível 


A Xj = 0 


¥= 0 


“H- 


A =# o 

sistema possível e determinado 


g) < 


m = y e => A = 0 e3 A Xi #0 

sistema impossível 

3 

m = -y e k = -6 


A = 0 e A Xi = 0 


sistema indeterminado 


h) < 


a =£ -2 => A =£ 0 

sistema possível e determinado 
a = -2 e b ^ 5 

sistema impossível 
a = -2 e b = 5 => A = 0 e 
sistema indeterminado 


A = 0 e 3 A X j ¥* 0 


A Xi = 0 


i) <| 


P t 6 10 => A =£ 0 

sistema possível e determinado 
p = 10 e q ^-12 => A = 0 e 3 A Xi ^ 0 

sistema impossível 
p = 10 e q = -12 =» A = 0 e 

sistema indeterminado 


A Xi = 0 
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Análise Combinatória 



a) se familiarize com as técnicas de cálculo com fatorial de 
um número. 

b) esteja apto a resolver os problemas da análise combinatória 
(permutações, combinações e arranjos) através da resolução 
de um único problema fundamental. 

c) adquira as técnicas e habilidade necessárias à resolução 
desses problemas. 


FATORIAL 

62. Definição: 

Seja n um número natural maior que 1. 

Chama-se n fatorial ou fatorial de n e se indica n! o produto dos n números naturais 
consecutivos de 1 a n. 

Assim: 

n! = 1 . 2 • 3 • • (n - 2) • (n - 1) • n 
ou n! = n • (n - 1) • (n - 2) • • 3 • 2 • 1 


Por convenção: 0! = 1 e 1! = 1 
63. Aplicação: 

1?) Assinale as afirmações corretas: 

a. (x ) 4! = 4 • 3 • 2 • 1 = 24 

b. ( ) 4! = 3-2 - 1 = 6 

c. (X) 8! = 8- 7- 6- 5-4- 3- 2-1 

d. (X) 9! = 8! • 9 

e. ( ) 9! = 8! -7 
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f. (X) 7! = 7.6.5! 

g. (X)-|}-^L 

h - ( x ) - jf = 7-6 

7! 

i- ( )tt=6 


13! 

13-12-11-10! 

10! " 

10! 

13! 
10! " 

13-12- n . 10 

13! 

10! 

13-12-11 

9! 

1 

12! " 

12- 11 - 10 

9! 

1 

12! “ 

12-11-10-9 


p- (x) 10! =iy 

q. (X) (n-3)! = (n - 3)-(n - 4)-(n - 5)- ... -3-2-1 

r. (X) 2n! = 2n - (2n - 1) - (2n - 2) • ... -3-2-1 

s. (X) (n+1)! = (n + 1) . n - (n-l)-(n-2)! 

t (n+ 1)! __ (n+ l)-n-(n- 1)! 

(n-1)! Õ7TT)! 


2?) Complete: 


15! J5-J.4- 13! 


a) 13! " 


b) 


n! 


13! 


( n - 2)! 


(n-2)! 


— - 2)! = 



\ (2n + 1)! (ZtLííLZ^ 

' , (2n-l)!- J 

d) í n -3)! _ f n -3jf / _ / 

^ n_1 ^ (n-7). ( 71 -2) ( 71 , -3) f (tz- 7). (7i-2j 7t/-3ft+2 

*<^ 2 5 i - * n - (2 0i,r 2h ' - ■■ **j**^dr . *x , 

« £4$ zd.,..ãL^. 


g) 


n • (n - 4)! 
n! 


n,. (7&-4)f 


■•.ín-7). (n-2). í n-3). ( 71 - 4 ). r 

h) n! + (n - 1)! = - ( t£-£ ) + (n - 1)! = (n - 1)! ( 71 , + ,±, ) 


3. 


f 71 -7). (71 - 2 j. (tz -3) 


i) (n + 1)! + (n - 1)! = ( #// ) - - ( %, r J„ )! + (n - 1)! = (n - 1)! - [ ] = (&:.tJJfâ*X-+/) 

j) (n + 3)! - n - (n + 2)! = ( ju £. ) * ( 7U.Z )! - n - (n + 2)! = (n + 2)! [ (TM.âJ-.X.. ] = Jx±j).Lã 
1) 2n - (n + 1)! - n! = 
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Exercícios a resolver: itens 1 e 2, pág. 106. 


PROBLEMAS DE CONTAGEM 


64. O objetivo da Análise Combinatória, neste volume, é contar de quantos modos se pode escrever um conjunto 
E, com n elementos distintos ou não, mudando a ordem de seus elementos. 

Em particular, poderá interessar: 

I - Contar o número de subconjuntos de um conjunto E’, com n elementos distintos, que se pode escrever 

com x elementos (x < n) tais que dois desses subconjuntos se diferenciem pelo menos por um de seus 
elementos. 

II — Contar o número de subconjuntos de E’ que se pode escrever com x elementos (x < n) tais que dois desses 

subconjuntos se diferenciem pelo menos por um elemento ou pela ordem desses elementos. 

65. Veja, não está nos interessando escrever todos esses conjuntos mas sim saber o número deles. 

Enquanto que na Teoria dos Conjuntos vimos que num conjunto não se repetem elementos e que dois conjuntos 
não se diferenciam pela ordem de seus elementos, aqui, no problema da contagem, os conjuntos podem ter elementos 
repetidos e dois deles podem se diferenciar pela ordem de seus elementos. 

66. Conjunto Depósito 

Definiremos conjunto depósito como sendo o conjunto cujos elementos estão agrupados de acordo com 
uma característica comum. 

Esses agrupamentos serão chamados celas, isto é, cela é um agrupamento de elementos que têm uma 
mesma característica. 

Por exemplo, consideremos o conjunto formado pelas letras da palavra ESCREVER, que será indicado por: 
E = {E, S, C, R, V} (na Teoria dos Conjuntos) e por E = {(E) 3 , (S)i, (C)i, (R) 2 , (V)i) (conjunto depósito), 

onde (E) 3 é a cela da letra E, com 3 elementos 

(S)! é a cela da letra S, com 1 elemento 

(C)i é a cela da letra C, com 1 elemento 

(R) 2 é a cela da letra R, com 2 elementos 

(V)! é a cela da letra V, com 1 elemento 

e 3+l+l+2+l=8 éo número de letras da palavra ESCREVER. 


67. 


Complete você, escrevendo o conjunto depósito em cada uma das situações abaixo: 

a) Da palavra ARARA: 

E = {(A) j , (R) ^ }, onde % S m + 2 = 5 é o número de elementos de E. 


b) Da palavra MATEMÁTICA: 

E = {O*)* , ( ± , ( T ) ? , ( £. ) / , ( L. )/ , ( £. )/} «"de 

é o número de elementos de E. 

c) Da palavra BARCO: . , 

E = { }. onde w+f +s+t « 5 

é o número de elementos de E. 
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é o número de elementos de E. 


d) Do número 3532: 


E = {( 3 ).£ » ( )'Y> ( ) /}, onde 

e) Do número 454524: 

E = ifJJAlJlílJlL }, onde <L±2jJ~6 


é o número de elementos de E. 


f) Quando com 17 alunos se deseja formar uma equipe de 5 alunos de todos os modos possíveis: 

Neste caso, os alunos deverão ser agrupados de acordo com as características: participam da equipe (P) e 
não participam da equipe (N). 


Assim: 


E - {(P)^ > (N) jj> }, onde 5+12=17 é o número de elementos do conjunto E. 

g) Quando com 21 alunos se deseja formar equipes de 6 alunos de todos os modos possíveis: 

E = í é. > /£}, onde é o número de elementos de E. 

h) Quando com os algarismos 3, 4, 5, 6, 7 se deseja formar números com 3 algarismos: 

Neste caso, como o valor relativo de um algarismo varia conforme a sua posição, teremos um algarismo com a 
característica unidade (U), um algarismo com a característica dezena (D) e um algarismo com a característica 
centena (C) formando o número, e dois algarismos que não participarão (N) desse número. 

Portanto: E = {(C) , , (D) , , (U) (N) j}, onde é o número de 

elementos de E. 


i) Quando com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 7 se deseja formar números com 2 algarismos: 

E = í /..« £.!. }> °nde é o número de elementos 

de E. 


CONTAGEM DAS DIFERENTES MANEIRAS DE SE ESCREVER UM CONJUNTO 
MUDANDO A ORDEM DE SEUS ELEMENTOS 


Seja o conjunto E = {a!, a 2 , a x , b l5 b 2 , b y , p lf p 2 , p z } ou 
E = {(A) x , (B) y , (P) z } 

onde x + y + ... + z = neA éa característica comum dos elementos a!, a 2 , a x 

B é a característica comum dos elementos b 1? b 2 , ... b y etc. 
P é a característica comum dos elementos p 1# p 2 , p z . 


68. O número de maneiras diferentes de se escrever o conjunto E mudando a ordem de seus elementos é dado pela 
relação: 

í n ) = ül 

V X, y ... z j x! y! ... z! 

69. Esse número obtido por essa relação nada mais é do que o obtido pela contagem das bijeções de F = {1, 2, ... n} 

em E = {(A) x , (B) y (P) z ), onde x + y + ... + z = n, observando que contar as diferentes maneiras de se 

escrever o conjunto E é contar o número de bijeções de F em E com a convenção de que bijeções que trocam 
imagens de uma mesma cela serão contadas uma só vez, pois os conjuntos imagens ordenados obtidos são os 
mesmos. 


70. Observe os exemplos: 

1? exemplo: Seja o conjunto E o conjunto da palavra AME, isto é, 
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E = {A, M, E} = {(A),, (M)„ (E), }, onde 1 + 1 + 1 = 3. 

O número de maneiras de se escrever o conjunto E dado por 

/ n \ n! , í 3 \ 3! 3-2-1 

[x, y ... zj x! y! ... z! 6 y 1 , 1, 1 y 1! 1! 1! 1 

Esse número 6 é também obtido pela contagem das bijeções de F = {1, 2, 3} em E. 

De fato, representemos as bijeções de F em E por esquemas de flechas: 


F E 




e f, ={(1, A), (2, M), (3, E)} 
Im(f, ) = { A, M, E} 


f 2 ={(1, A), (2, E),. (3, M)} 
Im(f a ) = {A, E, M} 


f 3 ={(1, M), (2, A), (3, E)} 
Im(f 3 ) = {M, A, E} 


f 4 = {(1, M), (2, E), (3, A)} 
Im(f 4 ) = {M, E, A} 


F E 



fs = {(1, E), (2, A), (3, M)} 
Im(f s ) = {E, A, M} 


F 


E 



f« = (O, E), (2, M), (3, A)} 
Im(f 6 ) ={E, M, A} 


Portanto, temos 6 bijeções que nos dão 6 conjuntos imagens ordenados que são as 6 diferentes maneiras de se 
escrever o conjunto E = {A, M, E} ou E.= {(A) ls (M) ls (Eji }. 

2? exemplo: Seja o conjunto das letras da palavra AMA, isto é, 

E = {A, M, A} ou E = {(A) 2 , (MM, onde 2+1=3. 

O número de maneiras de se escrever o conjunto E dado por 

(*;:,) ^ • u>)-wv.^ 

De fato, representemos as bijeções de F = {1, 2, 3} em E por esquemas de flechas: 


f* = (O, A), (2, A), (3, M)} 
e Im(fi) = {A, A, M} 


F E 



F E 



f 2 = {(1, A), (2, A), (3, M)} 

e Im(f 2 ) = {A, A, M}, que é o mesmo conjunto Im(fi), 
pois houve troca de imagens de uma mesma cela. 


F E 



e 


f 3 = {(l,M),(2, A), (3, A)} 
Im(f 3 )={M,A,A} 
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F 


E 



U = {(1j M), (2, A), (3, A)} 

e Im(f 4 )= {M, A, A}, que é igual ao conjunto Im(f 3 ), pois 
houve troca de imagens de uma mesma cela. 



e 


f 5 = {(1, A), 
Im(f s ) = {A, 


(2, M), (3, A)} 
M, A} 


F E 



f« = (O. A), (2, M), (3, A)} 

e Im(f 6 ) = {A, M, A}, que é igual ao conjunto Im(f s ), pois 
houve troca de imagens de uma mesma cela. 


Portanto, temos 6 bijeções, isto é, 6 conjuntos imagens ordenados que nos deram 3 modos de se escrever o 
conjunto E. 

Por esse motivo convencionamos que bijeções que trocam apenas imagens de uma mesma cela serão contadas 
uma só vez, pois os conjuntos imagens ordenados obtidos são o mesmo. 


3? exemplo: Com 3 alunos, A, B e C, deseja-se formar uma equipe de 2 alunos. De quantos modos podemos 
formar essa equipe? 

Para resolver esse problema, vamos dar ao aluno A a ficha m , ao aluno B a ficha s e ao aluno C a ficha 
m. e vamos agrupar os alunos de acordo com as características: participam da equipe (P), não participam 
da equipe (N). 

Assim: a cela (P) tem 2 alunos, 
a cela (N) tem 1 aluno. 

o conjunto depósito é E = {(P) 2 , (N)j}, onde 2+1 =3. 

O número de modos de se formar a equipe dado por 

(x, y ... z ) = x! y! ... z! é ( 2 , 1 ) = ^TTr =3 ’ 

que é também o número de maneiras diferentes de se escrever o conjunto E e também o número de bijeções de 
F = {1, 2, 3} em E, com a convenção adotada. 

De fato, representemos essas bijeções por esquemas de flechas: 


97 


F 


E 






fi = {(1, P), (2, P), (3, N)}, Im(fi) = {P, P, N} 
e portanto participam da equipe os alunos A e B e não 
participa o aluno C. 


fa = {(1, P), (2, P), (3, N)}, Im(f 2 ) = {P, P, N}, 
que é o mesmo conjunto ordenado Im^), pois houve troca 
de imagens de uma mesma cela e portanto participam da 
equipe os alunos A e B e não participa o C, o que nos dá a 
mesma equipe anterior. 


f 3 = {(1, N), (2, P), (3, P)},lm(f 3 ) = {N, P, P} 
e portanto participam da equipe os alunos B e C e não 
participa A. 


f 4 = {(1, N), (2, P), (3, P)}, Im(f 4 ) = {N, P, P}, 
que é o mesmo conjunto ordenado Im (f 3 ), pois houve troca 
de imagens de uma mesma cela e portanto participam da 
equipe os alunos B e C e não participa A, o que nos dá a 
mesma equipe anterior. 


f 5 = {(1, P), (2, N), (3, P)}, Im(f 5 ) = {P, N, P} 
e portanto participam da equipe os alunos A e C e não 
participa B. 


f 6 = {(1, P), (2, N), (3, P)}, Im (f 6 ) - {P, N, P}, 
que é o mesmo conjunto ordenado Im(f s ), pois houve troca 
de imagens de uma mesma cela e portanto participam da 
equipe os alunos A e C e não participa B, o que nos dá a 
mesma equipe anterior. 


Portanto, pela convenção adotada, das 6 bijeções serão contadas apenas 3 bijeções e portanto 3 modos diferentes 
de se escrever o conjunto E ou 3 modos diferentes de se formar uma equipe de 2 alunos. 
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71. Aplicação: 

1?) Quantos anagramas podemos escrever com as letras da palavra RETA (isto é, de quantos mQdos se pode 
escrever o conjunto das letras da palavra RETA)? 

Então: 

a cela (R), da letra R, tem elemento 

a cela (E), da letra E, tem elemento 

a cela (T), da letra T, tem elemento 

a cela (A), da letra A, tem elementc 

o conjunto depósito associado é E = {(R) (E) (T) /9 (A) ^}, onde 1 + , # / a + = 4, 

que é o número de letras da palavra RETA. 


O número de anagramas dado por 
n! 


n 

x,y ... z 


x! y! ... z! 


[ 4 \ = 24 

= 1LÜ././1'. 


2?) Quantos são os anagramas da palavra ARARA? 

Então: 

a cela (A), da letra A, tem m S % elementos 
a cela (R), da letra R, tem 2 elementos 

v ’ ^ j f/pj 

o conjunto depósito associado é E = { }, onde .3 + 2 = 5, que é o número 

de letras da palavra ARARA. 


O número de anagramas dado por 


n 

x,y ... z 


n! 


x! y! ... z! 


3,| 


3 / 2 / 


5.4 

2 


= / O 


3?) De quantos modos podemos formar uma equipe de 8 alunos numa classe de 12 alunos? 

Então: 

a cela (P), dos que participam da equipe, tem alunos 
a cela (N), dos que não participam da equipe, tem ,4.. alunos 

o conjunto depósito é E = {( ) g, ( ) 4 }, onde = 12, que é o número de alunos. 

O número de modos de se formar as equipes dado por 


n 

x, y ... z 


n: 




12 \ 42 f S2- 14- 10- d _ jn 6 

"'£ 4 = 1 _ 


4?) Quantos números de 3 algarismos distintos podemos formar usando os algarismos 1, 2, 3, 5, 9? 

Então: 

cada número tem # 3 algarismos. 

a cela (U), da unidade, tem algarismo 
a cela (D), da dezena, tem ##M / algarismo 
a cela (C), da centena, tem algarismo 
a cela (N), dos que não participam, tem algarismos 

0 conjunto depósito associado é E = {( . C ) /, ( m O % ) f, ( ) /> ( ) 2i> onc ^ e 

= 5 . 

O total de números de 3 algarismos que podemos formar usando os algarismos 1, 2, 3, 5, 9 dado por 


n 

x, y ... z 


71/ 




/, /, 2 


5/ 


// /f/f 2 / 


5 . 4 . 3-60 
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5?) Quantos são os anagramas da palavra LIVRO que começam com a letra L? 


Como cada anagrama começa com a letra L, basta calcular o número de modos de se escrever o conjunto 
{I, V, R, O}. 


Então: 


a cela (I), da letra I, tem elemento 

a cela (V), da letra V, tem ^ elemento 

a cela (R), da letra R, tem elemento 

a cela (O), da letra O, tem elemento 


o conjunto depósito associado é E = {( / ) /, ( ^ ) /, ( & ) / , ( O ) / }, 0 nde // 

./// / = 4 . ~ "• 

O número de anagramas que começam com a letra L dado por 





y f v f 7 f e 

A • jr • t * * • 


4 

/. /. /. / 


44 

//////// 


= 24 


6 ?) Quantos são os anagramas da palavra LIVRO que começam com uma consoante? 
Cada anagrama deverá começar com a consoante L ou V m ou . 

Assim: 

Começando com a consoante L, temos: 


e -{(.L)/,(. vf.)/,(.£)^, (.(?.)/} 

Começando com a consoante V, temos: 

E = {(L)/,(7. )/,(£ )/•(.<?.)/} 

Começando com a consoante R, temos: 

E = {( L )/, ( 1 . )/, ( V . )/ , ( .<?„ )/} 


e o numero e 


e o número é 


e o número é 


' Á. 




â 

. 1 , 1 , 4 .,./.. 


= 4f* 24 


= ^/= ^ 


= . 41 .?... 24 ... 


Portanto, o número de anagramas que começam com uma consoante (L ou V ou R) é 3 • 24 = 72 


7?) Considere a palavra PAPAI e calcule: 


a) Quantos são os anagramas dessa palavra? 

b) Quantos são os anagramas que começam com a letra I? 

c) Quantos são os anagramas que começam com a letra A? 

d) Quantos são os anagramas que terminam em PI? 

e) Quantos são os anagramas nos quais as letras PI, nessa ordem, aparecem juntas? 

Assim, resolvendo, você tem: 


a) O conjunto depósito associado é: E = {( .P )✓?, ( £ )£, ( ) f], onde 2.. + .2.. + = 5- 


O número de anagramas é 


. 2 ., " 1 , ± 


5L _ >5./. 3 


.. 222 ///.....:. 


= 30 


b) O conjunto depósito associado é: E = {( P.) ?, )/?}, onde .2.. + .2.. = 4- 


O número de anagramas é 


A. 

2 2 .. 


4! 


4^3 


- 6 


" ..2121. : 2 ., 

c) O conjunto depósito associado é: E = {( .P )j?, (A) j, ( 2. )/},onde J?. + 1 + = 4. 


100 


O número de anagramas é 


A. 

.. 2 , J., J. 


= ..2nuL.:±±:JL 


d) O conjunto depósito associado é: E = {( f )j?}, onde , + £ = 3. 


O número de anagramas é 


.3. 

J,.Z. 


3J 


J, f 21 


t-3 


e) Pelo item anterior, os anagramas que terminam em PI são 3. 

Observe que PI, nessa ordem e juntas, podem vir também no começo do anagrama ou entre as letras 
P, A, A da palavra PAPAI. Assim, o número de anagramas será 4 • 3, pois PI pode ocupar 4 lugares 
diferentes em cada anagrama do item anterior. 

Temos portanto 12 anagramas onde as letras PI aparecem juntas nesta ordem 


8?) Quantos são os anagramas da palavra NÍVEA que começam com consoante e terminam em vogal? 
Cada anagrama deverá começar com N ou V e terminar com I ou E ou A. 

Os anagramas que cqmeçam por exemplo com N e terminam com A são calculados associando o conjunto 
depósito E = {( X ( .]£ ) /, ( ) j), onde = 3 

3 ' 


e o número de anagramas é 


.. 3 . 

3, L 


1UAIL 


- 6 


Como temos 2 consoantes e 3 vogais, o total de anagramas que começam por consoante e terminam por 
vogal é 2*3=6 vezes o número acima, 


ou seja, 2*3* 



= 36 


9?) Quantos números pares de 4 algarismos distintos podemos formar com os algarismos 1, 2, 3, 4, 7 e 9? 

Usando esses algarismos, os números pares terminam em ..J? ou isto é, o algarismo das unidades 
deve sempre ser # 2.. ou .d.., • 

Calculemos, então, o total dos primeiros pares que terminam em 2, restando os algarismos 1, 3, 4, 7 e 9 
para compormos os números. 


Então: 


a cela (D), da dezena, tem algarismo 
a cela (C), da centena, tem algarismo 
a cela (M), da unidade de milhar, tem mm £ m algarismo 
a cela (N), dos que não participam, tem # algarismos 

e o conjunto depósito associado é E = {( M ) / , ( ,Q. )j> ( D. ( ./Y.. ).£}> 
onde + "2" = 5. 

O total de números pares que terminam em 2 é 



.J5l. 

.2. 


6 ! 




3.43 - 60 


Observe que o total de números pares que terminam em 4 é também ,3Q.. • 


Portanto, o total de números pares de 4 algarismos que podemos formar com os algarismos dados 

é ....2MÜ. Z..J20. • 


101 


10?) Quantos números de 3 algarismos distint podemos formar usando os algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5? 
Para isso complete: 

cada número tem .3.. algarismos 
a cela (U), da unidade, tem algarismo 
a cela (D), da dezena, tem algarismo 
a cela (C), da centena, tem algarismo 

a cela (N), dos algarismos que não participam, tem .3.. algarismos 

o conjunto depósito associado é E = {(£..) ^ >(.£..)/> ( £/.. )/. * }, onde 3. = 

' = 6 . 


O total é 




£>! 6.6.4- 120 

LULUãLl. 


Observe que nesse total estão incluídos os números com o algarismo 0 (zero) na centena e portanto são 
números de 2 algarismos que devem ser excluídos desse total. 

Assim, vamos calcular quantos são os números que têm o algarismo zero na centena. Fixado o zero, restam 
os algarismos 1, 2, 3, 4 e 5 e o conjunto depósito associado é E = {( ^ , ( JJ %% ) ^ ^ }, onde 

+ . 3 .. = 5 


e o numero e 


.d. 


3f 


.1.UJ.AL 


= õ.4~ 20 


Portanto, o total de números com 3 algarismos é J2Q.. “ ..20... - ÍQ.Q.. • 


Observação: esse problema poderá ser resolvido calculando-se o total de números de 3 algarismos quando 
se fixa para o algarismo da centena qualquer algarismo diferente de zero e multiplicando-se 
o resultado obtido por 5. 


11?) Entre 9 pessoas, de quantos modos podemos formar uma comissão de 4 membros, onde uma delas ocupa 
o cargo de presidente e uma outra o cargo de secretário? 

Assim: 

a cela (Pr), do presidente, tem 2... pessoa 
a cela (S), do secretário, tem 2 ... pessoa 
a cela (P), dos outros participantes, tem 2.. pessoas 
a cela (N), dos que não participam, tem 2... pessoas 

o conjunto depósito associado é E = {(/?£ ) { , ( ^ , ( . 0 .. )£> ( (2.. )» onde ./ + /.. + £.. + 2. = 

= 9. 

O número de modos de se formar a comissão é 

..á. \ 9! a. 8. 7.é 3 , 

J..M £.,&.) ’ ÍU.LZÍ.S.L. % 



12?) De quantas maneiras podemos formar uma comissão de 5 pessoas com 5 rapazes e 7 moças de modo que: 

a) na comissão haja pelo menos um rapaz. 

b) na comissão haja apenas dois rapazes. 

c) na comissão haja no máximo dois rapazes. 

Assim, resolvendo vem: 

a) Devemos calcular o total de modos de formar comissão de 5 pessoas com as 12 pessoas e desse total 
retirar o número da comissão composta só de moças. 
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Assim, você tem 12 pessoas e: 


a cela (P), dos participantes, tem pessoas 

a cela (N), dos não participantes, tem pessoas 

o conjunto depósito é E = {(P)^, ( /V ) J 7 }, onde + ..Z. = 


o número é 


.12.. \ _ 12.' _ S2.//./0. Ç.8 ryQp 

.0,:. 7.) = .31.7/...'.. 3,4,3., .2. 


Desse total devemos tirar o número de modos de se formar uma comissão de 5 moças, pois nela haverá 
zero rapaz. 

Assim, você tem 7 moças e: 


a cela (P), dos participantes, tem £ moças 
a cela (N), dos não participantes, tem moças 

o conjunto depósito associado é E = {( P , ( J\f m% )g }, onde + £ mm = 7 


o numero e 


..z. 

.ó,2. 


7 / 


31.21 


z^L 


2/ 


Portanto, o número de modos de se formar uma comissão onde haja pelo menos um rapaz é * 

.t...2S.=.Z7L.. 


b) Como queremos uma comissão de 5 pessoas onde haja apenas 2 rapazes, teremos a comissão formada 
sempre por 2 rapazes e 3 moças. 

Devemos então calcular: 


I — o número de modos de se escolher 2 dos 5 rapazes: 
a cela (P), dos que participam, tem rapazes 
a cela (N), dos que não participam, tem ,3. rapazes 


o 


o 


conjunto depósito associado é E = {( jP mm ( /V )^}, onde + ,3.. = 5 

. 5 .. \ . < 5 .^ . 

,Z..ã . ' .2131 L. 


numero e 


10 


II — o número de modos de se escolher 3 das 7 moças: 

a cela (P), das que participam, tem m 3.. moças 
a cela (N), das que não participam, tem moças 

o conjunto depósito associado é E = {( £> m )^, ( onde 3... + Á.. = 7 


o numero e 



7 / 


7.Ó.5 _ 


31.11. .Jr.3Z... 


= 35 


III — cada uma das 10 maneiras de se escolher 2 rapazes deve ser completada com 3 moças que podem 
ser escolhidas de 35 maneiras diferentes. 


Portanto, o número de modos de se formar uma comissão de 5 pessoas onde haja apenas 2 rapazes 
será o produto 10 • 35 = „.3ÕÚ... • 


c) Como queremos formar uma comissão de 5 pessoas onde haja no máximo 2 rapazes, teremos comissões 
formadas por 0 (zero) rapazes e 5 moças ou 1 rapaz e 4 moças ou ainda 2 rapazes e 3 moças, cujo 
cálculo se faz como no item b. 

Assim, devemos calcular: 
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I - o número de modos de se formar uma comissão com zero rapazes e 5 moças, ou seja, comissão 
de 5 moças: 


o total de moças é 2Í... 
a cela (P), das participantes, tem Ó... moças 
a cela (N), das não participantes, tem R.. moças 


o conjunto depósito associado é E = {( P )*;, ( /V ) e 6. + 2. - 7 


o numero é 


.7... 

.5,. 2. 


7! 


_ 7. 


.s rzr ~ z 




II - o número de modos de se formar uma comissão com 1 rapaz e 4 moças: 

o total de rapazes é e o total de moças é .7 
a cela (P), dos rapazes participantes, tem rapaz 
a cela (N), dos rapazes não participantes, tem A.. rapazes 
a cela (P), das moças participantes, tem 4... moças 

a cela (N), das moças não participantes, tem 75.. moças 

Os conjuntos depósitos associados são: 

E = (( R. )/. . ( N.. )4 }» °nde J + 4 = 5 

E ’ = í( R . . ( {7.. Xjf }, onde 4... + 3... = 7 


o número é 



Zi 


■ 5 / 7 / 4 


Z&õ 


~/7õ 


III - o número de modos de se formar uma comissão com 2 rapazes e 3 moças: 

a cela (P), dos rapazes participantes, tem 2.. rapazes 
a cela (N), dos rapazes não participantes, tem 3 ., rapazes 
a cela (P), das moças participantes, tem £.. moças 
a cela (N), das moças não participantes, tem A... moças 

os conjuntos depósitos associados são: 


E = (( .R. )j£, ( /V )^}, onde + .3. = 5 
E ’ = í( R... )j > ( 17.. }. onde ,2}.. + ..4.. = 7 


o número é 



« 5 / 


7 / 

3/AL 


350 


Portanto, o número total de modos de se formar uma comissão onde haja no máximo 2 rapazes 
é dado pela soma 21 + 175 + 350 = ,546. 


13?) De quantas maneiras podemos dispor 10 pessoas em 3 salas A, B e C de modo que: 

a) 5 pessoas fiquem na sala A, 3 pessoas na sala B e 2 pessoas na sala C. 

b) 5 pessoas fiquem numa das salas, 3 pessoas em outra e 2 em outra sala indistintamente. 
Assim, resolvendo vem: 

a) a cela (A), das pessoas que ocuparão a sala A, tem pessoas 

a cela (B), das pessoas que ocuparão a sala B, tem . 3 , pessoas 

a cela (C), das pessoas que ocuparão a sala C, tem ,2.. pessoas 

o conjunto depósito associado é E = {( ) & , ( 2., , ( C.. )^}, onde + 2>.. + .2. = 10 


o número é 


jã. 

.0., .a., 2. 


10; 


Õ/.3IZC. &ZJÍ. 


- 2620 
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b) Pelo problema anterior, colocando-se 5 pessoas na sala A, 3 na sala B e 2 na sala C temos um total de 
2520 modos. 

Como queremos colocar 5 pessoas numa sala, 3 na outra e 2 na outra, indistintamente, devemos calcular 
o número de modos de se escolher as 3 salas A, B e C. 


Assim, E = {(A)!, (B) 1} (C) t } e o número é 


1,1. 


3! 


1! 1! 1! 


= 6 


Portanto, o número total de modos de dispor as 10 pessoas, 5 numa das salas, 3 em outra e 2 em outra, 
indistintamente, é 


6 • 2520 = 15120, isto é, 


3 

1 , 1,1 


10 ) - 

'> 3, 2y 


15120. 


14?) Sejam duas retas r e s paralelas. Quantos triângulos se pode construir considerando 5 pontos distintos 
pertencentes à reta r e 8 pontos distintos à reta s? 


I — Cálculo do número de modos de se agrupar 3 pontos dos 5 + 8 = 13 pontos: 
Assim: 

a cela (P), dos que participam, tem A. pontos 
a cela (N), dos que não participam, tem pontos 

o conjunto depósito associado é E = {( P m , ( /V ) /£?}, onde ^ + %% iO % 


o número é 



/3f 

= jkim. 


/3./Z*. // 




266 


13 


II — Nesse total estão incluídos os agrupamentos de 3 pontos alinhados das retas r e s que não formam 
triângulos. Portanto, devemos calcular o número desses agrupamentos e tirá-los do tótal 286. 

Assim: 


a cela (P), dos pontos da reta r que participam, tem pontos 

a cela (N), dos pontos da reta r que não participam, tem ^ pontos 

a cela (P), dos pontos da reta s que participam, tem mí £ mm pontos 

a cela (N), dos pontos da reta s que não participam, tem ^ pontos 


os conjuntos depósitos são: 


E ={(.£)3,(/V ).£>, 

e 

E* = {(£. ) ã A. tf. )&}, 

o número é 


f ..ã. ' 
{.3,. 2., 


onde A.. + £ = 5 


on( l e ..Ã + A. = 8 



= 

3! 2! 


*—01 = 

3/3/ 




Portanto, o número de triângulos que se pode construir é 2ÜÔ ~ 


.6í?. = 22Q./küZa^&zk... 


Exercícios a resolver: itens 3 a 25, págs. 106 e 107. 
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EXERCÍCIOS 


SEQUÊNCIA A 


1) Simplifique e calcule: 


a) 

b) 

c) 


18! 
20 ! 
15! 7! 
5! 14! 
3! 12! 
11! 4! 


d) 


e) 


15! - 13! 

13 • 12! 

18! + 17! 3 
17!- 16! 10 


0 


n! 

(n + 1)! 


g) 


n! 

n • (n - 2)! 


hl 5! (n + 1)! 
' (n + 2)! 4! 


i) n! + (n + 1)! 


j) 2n! - (2n + 1)! 


m) 


(3n-2)!n-(3n-l)!n 
(3n - 1)! 

2n! - (2n + 1)! 

2n! 


, (n + 4)! - (n + 2)! 12 

n) ÍTT7 

(m + 1)! + m! 

o) m! + (m - 1)! 2 


2) Mostre que: 


(n!) 

a) ÕTl)T + n! = (n + 1)! 

(m + 1)! - (m - 1)! 6 


b) 


(m-l)[(m-l)!-(m-2)!] 


= m + 3 


3) Considere a palavra JESUÍTA e calcule: 

a) o total de anagramas que podemos escrever. 

b) o numero de anagramas que começam por J. 

c) o número de anagramas que começam por consoante. 

d) o número de anagramas que começam por consoante e 
que terminam por vogal. 

e) o número de anagramas onde as letras I, T, A aparecem 
juntas nessa ordem. 

f) o número de anagramas onde as letras I, T, A aparecem 
juntas em qualquer ordem. 


4) Considere a palavra CICLO e calcule: 

a) o total cie anagramas que podemos escrever. 

b) o número de anagramas que começam por consoante. 

c) o número de anagramas que começam por consoante e 
terminam por consoante. 

d) o número de anagramas onde as letras C, I, C aparecem 
juntas nessa ordem. 

e) o número de anagramas onde as letras C, I, C aparecem 
juntas em qualquer ordem. 


5) Considere a palavra BARRACA e calcule: 

a) o total de anagramas que podemos escrever. 

b) o número de anagramas que começam por vogal e ter- 
minam por vogal. 

c) o número de anagramas onde as letras A, R, C, A 
aparecem juntas, nessa ordem. 

6) Calcule o total de números de 2 algarismos distintos que 
podemos formar com os algarismos 1, 3, 4 e 5. 

7) Calcule quantos números de 4 algarismos distintos podemos 
escrever com os algarismos 1, 2, 3, 5, 6, 7, 8. 

8) Calcule quantos números de 5 algarismos podemos escrever 
com os algarismos 2, 4, 5, 7, sabendo que o 4 ocupa duas 
posições em cada número. 

9) Calcule o total de números ímpares de 3 algarismos distintos 
que podemos formar com os algarismos 1, 2, 4, 5 e 9. 

10) Calcule o total de números de 4 algarismos distintos que 
podemos formar com os algarismos 0, 1, 2, 3, 5 e 8. 

11) Quantos números maiores que 1000 podemos formar com os 
algarismos 0, 1, 2, 3, 4 e 5? 

12) Num jogo, um jogador recebe 3 cartas de um baralho de 
52 cartas. De quantos modos diferentes ele pode receber o 
seu jogo? 

13) Calcule de quantos modos se pode formar uma equipe de 
5 alunos numa classe com 9 alunos. 

14) Uma firma possui 12 corretores. Calcule de quantos modos se 
pode formar uma comissão de 10 corretores. 

15) No escritório de uma firma trabalham 12 pessoas. Calcule 
de quantos modos podemos formar: 

a) uma comissão de 6 pessoas. 

b) uma comissão de 3 pessoas onde uma delas ocupe o 
cargo de presidente, outra de secretário e outra de 
tesoureiro. 

c) uma comissão de 5 pessoas onde uma delas ocupe o cargo 
de presidente, outra de secretário e outras 3 pessoas 
quaisquer. 

16) Numa classe com 8 rapazes e 5 moças, calcule de quantos 
modos se pode formar uma comissão de 5 pessoas onde um 
rapaz ocupe o cargo de presidente, um rapaz ocupe o cargo 
de secretário e 3 outras pessoas quaisquer. 

17) Numa reunião compareceram 5 rapazes e 7 moças. Calcule 
de quantos modos podemos formar: 

a) uma comissão de 5 pessoas, de modo que 2 sejam rapazes. 

b) uma comissão de 5 pessoas, de modo que pelo menos 1 
seja rapaz. 

c) uma comissão de 4 pessoas com pelo menos 2 rapazes. 

d) uma comissão de 5 pessoas, onde no máximo 3 são moças. 
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18) De quantos modos podemos dispor 12 alunos em três 
equipes A, B e C de modo que: 

a) 5 participem da equipe A, 4 da equipe B e 3 da equipe C. 

b) 5 participem de uma das equipes A, B ou C, 4 de outra e 
3 de outra indistintamente? 


19) Sejam duas retas r e s paralelas e 6 pontos pertencentes a 
r e 10 pontos pertencentes a s. Calcule o número de 
triângulos que podemos formar com esses pontos. 

20) Considere um triângulo, 3 pontos num dos lados, 4 pontos 
no outro lado e 5 pontos em outro lado, todos distintos dos 
vértices. Calcule o número de triângulos que podemos formar 
com vértices nesses pontos. 


21. Considere 15 pontos distintos de uma circunferência e 
calcule o número de triângulos que se pode formar com 
esses pontos. 

22) Sabe-se que por 3 pontos não alinhados sempre existe um 
plano e este é único. Dados 20 pontos no espaço, dos 
quais não existem 4 coplanares, calcule o número de planos 
definidos por esses pontos. 

23) Calcule o número de diagonais de um dodecágono. 

24) Considere 18 pontos dos quais apenas 5 são colineares e os 
demais são 3 a 3 não colineares. Calcule o número de retas 
que se pode formar com esses pontos. 

25) Calcule o número de subconjuntos de 5 cartas que podem 
ser formados com um baralho de 52 cartas, sabendo que 
cada subconjunto contém exatamente 3 ases. 


RESPOSTAS 




h) 

5 

a) 380 

n + 2 

b) 630 

i) 

n! (n + 2) 

0 3 

j) 

2n! (-2n) 

d) 209 

D- 

n (-3n + 2) 
3n - 1 

e) 51 

m) 

-2n 

0 „Íl 

n) (n + 2)!n 

g) n - 1 

o) 

m 


1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 


3) a) E = {(J) lt (E)„ (S)„ (U),, (I)i, (Th, (A),} = 

b) E = {(E)„ (S)„(U)|, Oh. Cr)i,(A),}=» ^ ^ j jj = 

c) 3 consoantes: J, S, T =► 3 720 = 2 160 


= 5 040 


720 


d) 3 consoantes e 4 vogais 

E={(E)„ (S)„ (U),, (I)i, (T) , } J 

]- 


3*4 


e) E={(Jh, (Eh, (S)i.(U),} 
J E S U 


1 , 1 , 1 , 1,1 


4 

1 , 1 , 1,1 


= 1 440 


120 


0 E = {(I) 1 ,(T)i,(A) 1 } "1 
e problema anterior 

4) a) E={(C) 2 , (I),, (L),,(0),} = 

b) E,= {(C) 2 , (l)i,(0),}=> 
E 2 ={(C)„ (Ih, (L)„(0)i} = 

c) E = {(I),, (C),,(Oh}=*3 


120 


3 

1 , 1,1 


= 720 


(- 1 .) - 


60 


4 

2 , 1,1 


4 

1 , 1 , 1 , 1 


W.) ■ 


12 + 24 = 36 


18 
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d) E - {(L)i, (O)j} ^ ^ 2 j 

e) E = {(C) 2 , (I),} ~1 / 3 \ 

e problema anterior _J \ 2, 1 J 

5) a) E= {(B),, (Ala, (Rh, (C),}=> ( 7 ) = 

\ 1, 3, 2, 1 y 

b) E = {(B),, (A)i, (R) 2 , (C),} => 

} 

6) E = {(D),, (U),, (N) 2 > => 

7) E = {(M)i, (C),, (D),, (U),, (N) 3 } 


c) £={(6),, (A),,(R),} 
BAR 


420 

= 60 


4 ‘ ' 1.1.1* = 24 


5 

1 , 1 , 2 , 1 


4 

1 , 1,2 


= 12 


1 , 1 , 1 , 1, 3 


= 840 


8) £={(2)!, (4) 2 , (5),, (7),} 

pois o algarismo 4 entra duas vezes 




= 60 


9) E = {(O),, (D),, (N)i> 
unidade: 1, 5 ou 9 


10) E = {(C)i, (D)i, (U)j, (N),} 

unidade de milhar 1, 2, 3, 5 ou 8 


} 


36 


s ' 'uul - 300 


11) E, . {<C)„ (D),, (ll>„ IN),} 
unidade de milhar: 1, 2, 3, 4 ou 5 

E 2 = {(M),, (C)i, (D),, (U),, (N)J 
dezena de milhar: 1, 2, 3, 4 ou 5 

E 3 = {(DM) 
centena de 


12) E = {(P) 3 , (N) 49 > 

13) E = {(P)s, (N) 4 } = 

14) E = {(P) 

10, (N)aJ 


} 

I,, (M),, (C),, (D)j, (U),} 
milhar: 1, 2, 3, 4 ou 5 J 

) 


1 , 1 , 1,2 


1 , 1 , 1 , 1,1 


1 , 1 , 1 , 1,1 


= 300 


= 600 


= 600 


1500 


15) a) E = {(P) 6 , (N) 6 } ==i 

b) E = {(P) I; (S),. (T)j, (N) 9 ) 

c) E = {(P)i, (S),, (0) 3 , (N),} 


52 

3,49 j 

(i) 

(£) 

S) 


= 22 100 


126 


= 66 


= 924 


12 ) 
1,1, 1,9 J 

= 1 320 

12 ) 
1,1.3,7 1 

= 15 840 
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16) Ej = {(P ra ) 1# (S ra )i, (N) 6 } 


= 9 240 


E 2 = {(0)3, Ws} 


8 

1 , 1,6 

(".) 


8 

1 , 1,6 


17) a) E, = {(P) 2 , (N) 3 } 
E 2 ={(P) 3 , (N) 4 } 

b) E, = {(P)s, (N),} 
Ei = {(P)s, (N)i> 

c) E, = {(P)i, (N)*} 
E’, = {(P)i, (N)*} 
Ei= {(P) 3 , (N)i> 
Ei = {(P),, (N)«} 

E 3 = {(P) 4 , (N)i } ■ 


5 

2,3 


m) 


12 

5,7 


= 792 


W- 

P 

(») 

P i 

p ■ 


(2,3) * ( 3 ,. 


^=*792-21 = 771 


(2.3) ' (2,5) = 


= 350 


210 


3,2/ l 1, 6 


= 70 


285 


Observação: pode ser feito tirando-se do total as comissões só de moças e as comissões de 3 


d) E, = {(P) 3 , (N) 4 } 
Ei = {(P)i, (N) 3 } 

Eí= {(P)i, (N)s> 
E’i = {(P) 3 , <N),} 

E 3 ={(P),, (N)<J 
E’ 3 = {(P) 4 , (N),} . 

E 4 = {(P)s, (N)o> ■ 


.’•) 

(i) 


7 

2,5 

3^2) 


7 ) 

1 , 6 y 

5 

4,1] 

5 

5,0 


■ (>,) • 
l , s ) • (3,2) 


210 


») • P ■» 


18) a) E = {(A)s, (B) 4 , (C) 3 } = 

b) E = {(A),, (B)j, (C),}' 
e problema anterior 


12 ) 

>,4.3/ 


3 

1 , 1,1 


= 27 720 


166 320 


moças. 


596 


f 
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19) E = {(P) 3 , (N),3> 
El = {(P)3, (ma) = 
E 2 = {(P)3, (N) 7 } = 

20) E = {(P) 3 , (N) 9 } = 
Ei = {(P) 3> (N)o> = 
Ej = {(P) 3 . (N)i> = 
E 3 = {(P) 3 , (N)J = 

21) E = {(P) 3 , (N) k } = 

22) E = {(P) 3> (N), 7 } = 

23) E = {(P) 2 , (N)io> = 


(3,13) 


6 

3,3 


24) E = {(P) 2) (N)i 6 } 
E, = {(P) 2 , (N) 3 } = 

25) Ei = {(A) 3> (N)i} = 
E 2 ={(P) 2 , (N) 46 } ; 


m) 

(S) 

Ím) 

(m) 


5 

3,2 


[2 

lados: 12 


(*,) 

10 y 


18 

2, 16 


w 


= 560 

= 20 

= 120 

= 220 

= 1 


> => 140 


S => 560- 140 = 420 


= 4 


= 10 


= 455 


= 1 140 


>=» 15 


> => 220- 15 = 205 


66 


153 


10 


► => 66- 12 = 54 


reta dos 5 pontos = 1 


► => 153-10 + 1 = 144 


Ím) 

,«) 


Hm) ' [i 


48 

46 


= 4 512 


SEQUÊNCIA B 


l) Qual o número de maneiras que podemos atribuir os nomes 
Paulo, Antonio e José a 11 meninos com a condição de 
que 3 deles se chamem Paulo, 2 Antonio e 6 José? 
(F.G.V.) 

£ • H (j% 6 ) - 4620 


2) De quantos modos 8 pessoas podem ocupar 12 salas dis- 
tintas devendo cada sala conter pelo menos 3 pessoas? 
(MACK) 

£ ,‘í( 6 ,>3’ s) > 

£ *‘{( s ,h ’ ; 

E s‘ (&h ’(% L MH ); m 
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3) Um conjunto tem 45 subconjuntos de 2 elementos. Qual é o 
número de elementos de A? (MACK) 

£ ‘{( P) 2’ ( N Lz j =^2,^-2 } = 

= 45 =^>7^ = 10 

4) Quantos números de 3 algarismos distintos existem no 
nosso sistema de numeração? (PUC) 

centena/ : /, 2 7 3/ 7 5 7 <s, 7,8 ^ g 

5) Sobre uma mesa são colocadas em linha 6 moedas. Qual o 
número de modos de se formar a fila com 2 caras e 4 
coroas voltadas para cima? (G.V.) 

£ ' K Ca Á ' (W, j =4 (l 4 -J ‘ & 



6) Dados 10 pontos A, B, C, ... num plano a, 3 dos quais 
nunca pertencentes à mesma reta, calcule o número de 
triângulos que podemos formar tendo cada um deles o 
ponto A como um dos vértices. 

E - [( p ) 2 ? ( N )?i = 3 ( 2/7 J = 


7) Num concurso com 12 participantes, de quantos modos 
podem ser distribuídos um 1? Prêmio e um 2? Prêmio, sendo 
que cada participante não pode receber mais que um prêmio? 



f 
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Denominações Usuais na Análise 
Combinatória e suas Aplicações 



a) conheça as notações e nomenclatura , usadas habitualmente 
na Análise Combinatória. 

b) resolva os exercícios de aplicação das fórmulas com a nova 
notação. 

c) conheça os coeficientes binomiais , suas propriedades e as 
aplicações. 


PERMUTAÇÃO, COMBINAÇÃO E ARRANJO 

72. No capítulo anterior, resolvemos os seguintes problemas de contagem: 

I — Contamos de quantos modos se podia escrever um conjunto E com n elementos distintos ou não, mudando a 

ordem desses elementos, que na Análise Combinatória é a contagem das permutações simples com n elementos, 
indicado por P n , ou das permutações com repetição com n elementos. 

II — Contamos o número de subconjuntos de um conjunto E’ com n elementos distintos que se podia escrever com 

x elementos (x < n) tais que dois deles se diferenciassem pelo menos por um de seus elementos, que na 
Análise Combinatória é a contagem das combinações simples de n elementos tomados x a x, indicada por C n x . 

Hl — Contamos o número de subconjuntos de um conjunto E’ com n elementos distintos que se podia escrever com 
x elementos (x < n) tais que dois deles se diferenciassem pelo menos por um de seus elementos ou pela ordem 
desses elementos, que na Análise Combinatória é a contagem dos arranjos simples de n elementos tomados 
x a x, indicado por A n>x . 

Assim: 

\ 

73. Permutação: 

I — Permutação simples: 

Seja o conjunto G = {a, b, . . . , n} com n elementos distintos. 


Chama-se permutação simples desses n elementos cada modo 
de se escrever o conjunto G mudando a ordem desses n elementos. 
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Neste caso, o conjunto depósito E associado a G é o conjunto E = {(A) x , (B)!, . . . , (N^} com n celas onde 
:ada cela tem um único elemento e o número de permutações simples é dado por: 


í n 

\ n! 

— ! a p hQhitiiQlfnpntp nnr 

II 

1,1,... 1, 

1 1! 1! ... 1 

j — 11! e C lIIU.lLaUU IldUlLUalillclllC pui 


II - Permutação com repetição: 

Seja o conjunto G = {a 1# a 2 , ..., a x , , b 2 , b y , p 1# p 2 , ..., p z } com n elementos que podem ser agrupados 
segundo características comuns. 


Chama-se permutação com repetição desses n elementos cada modo 
de se escrever o conjunto G mudando a ordem desses n elementos. 


Neste caso, o conjunto depósito E associado a G é o conjunto E = {(A) x , (B) y , ..., (P) z } onde x + y + ... + z- n 
e cada cela pode ter mais de um elemento e o número de permutações com repetição é dado por: 



74. Combinação simples: 

Seja o conjunto G = {a, b, n} com n elementos distintos. 


Chama-se combinação simples desses n elementos tomados x a x (x < n) cada subconjunto de G com x elementos. 


Portanto, uma combinação de n elementos tomados x a x se diferencia de outra pelo menos por um de seus 
elementos e não pela ordem desses elementos. 

Neste caso, o conjunto depósito E associado a G é E = {(P) x , (N) n „ x ) com apenas 2 celas, ou seja, a cela (P) 
dos que participam do subconjunto, com x elementos e a cela (N) dos que não participam desse subconjunto, com 
(n - x) elementos. O número de combinações simples de n elementos tomados x a x é 

( n \ n f _ n! 

= , , - — rr e é indicado habitualmente por: C n x = . , — -rr 

x, n-xy xl (n-x)! x! [n - xy. 


75. Arranjos simples: 

Seja o conjunto G = {a, b, ..., n} com n elementos distintos. 


Chama-se arranjo simples desses n elementos tomados x a x 
(x < n) cada subconjunto ordenado de G com x elementos. 


Portanto, um arranjo de n elementos tomados x a x se diferencia de outro pelo menos por um de seus elementos 
ou pela ordem de seus elementos. 
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Neste caso, o conjunto depósito E associado a G é E = {(A)!, (B) lf QQ U (N) n . x ) com (x + 1) celas 
ou seja, X celas (A), (B), ..., (X) com 1 elemento cada uma para os x elementos que participam do subconjuntc 
com x elementos, e 1 cela (N) com (n - x) elementos dos que nao participam desse subconjunto. 

O número de arranjos simples de n elementos tomados x a x é 


n! 


1, 1, ... 1, n - x 


n! 


1! 1!... 1! (n-x)í " (n-x)! 


e é indicado habitualmente por: 


n! 


M1,X 


(n - x)! 


76. Aplicação: 

19) Assinale 

a. (X) 

b. ( ) 

’ c. (X) 

d. (X) 

e- ( ) 
f- (X) 
g- (X) 

h. ( ) 

i. (X) 

j. ( ) 

l. (X) 

m. (X) 

n. (X) 

o. ( ) 

p. ( ) 

q. (X) 


as afirmações corretas: 
P 5 = 5! 

P 5 = 4-3.2. 1 = 24 
P 5 = 5. 4.3.2. 1 = 120 
P 6 = 6! = 720 
51 

c 5 .3 = = 20 


■"5,3 

C 5 ,3 = 

^ 10,7 “ 
A 10, 7 = 
A 10,7 = 
A 10,4 = 

10,4 - 


3! 


r. (X) 

s. ( ) 

t. (X) 


A 

Aô,2 = 

c - 6! 

Ló ’ 4 ■ 4! 2! 
6!_ 

4! 

6!_ 
4! 
6!_ 
2! 

P 7 = 7! 

P 7 = 7 -P 7 
P 7 = 7 -P 6 


5! 

5! 

3! (5-3)! “ 

3! 2! " 

10! 

10! 

7! (10-7)! 

7! 3! 

10! 

10! 

7! (10-7)! 

7! 3! 

10! 

10! 

(10-7)! ~ 

3! 

10! 

10! 

(10-6)! “ 

4! 

10! 

101 - sr 

(10-4)! " 

6! “ 5C 

6! 6! 
//• ^ \ 1 Ai 

- = 30 


= 120 
= 120 


^6,4 = TT 
Aô,4 = ~TT 
Aô,4 = 


29) Complete e calcule: 

7.67 


4! 


a) 3A s>2 + 8C 4 ., ‘jizjJ+8. = 3.5.4 + ff. 4- 60+32 - & 


b)^. = 

^7,4 


l<k s3jf 


7f 


4 f ( 7-4)! 


7/ 

3! 


4 r 3 r 

- V/ s *-'• 24 
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C) P 7 - 3P 6 = ..Z.Lr.A-.Ai.L.f..^ r..J5.'.4.~..2âB2... 

/ 

7.6 = 42 


n 9P* 9.8 f . âf 

d )“6 = — 


\ A 7 3 
e ) — ç = 


7f 


.(.Zrâjf. 


SJL 

j 7 / / 7 / 

5 .LjUJLaLLSJL. 


m 


/ 7jt.(mr4) . ( vi/-2) f 


• r 772/ 


.(t71-YJ = 


77l Z - 772/ 


0 Am>2 = ...(m,2jl.:.. 

\ . (*/-/)/ (72/-/). ( 72 ,- 2 ). Í72,-3). r 

g) An -*- 2 = ic^zj - 2]! = t^pziz. 

,.T..(jZ:r.fJ.t.C7!í.7.?J.^..j!!^.. zJj.A.A. 

. s A„, / 72,.(7í-s).(7l-2)f / _ „ 

h, 7ti ■ v^.:^ 

.. . Cj| 3 / í 72/ f \ . 7bf A (jkzAlL • - ^ 

* Kj Çn.r.2j.l..l ' G.jÁ-âJL..).. .......n.Z. ..." 

P 2n+1 - P 2n _ (272.-7/) ' - f*/ _ (272,-7/). 277/f- ?7l! _ 27l/_ [g^//-/J = 

2n .2# 2 .?//. 

1) (n - 1)! [P n+1 - P„] = (n-/Jf - » /] s (»-*)• ' [(n +Q.Tlt - */] « 

-ferljr 71/ f [ 71 + / - / /Jf 71 f 7V ^ ( V/f) 2 ' 


39) Calcule o valor de x nas igualdades: 
a ) ^x-1,2 = 

( x _ 01 

Para isso, substitua C x _ 12 por 2! (x 3)! ’ e a equação obtida: 


(üzi üL . 


15 


2JJ*.-3lL 

_// (7 -2)^30 <^±7/- 37 - 

2j.4-.3J/... 1 : 


29 = <0 


Você obteve a equação x 2 - 3x - 28 = 0 


' x = .....Z 

J ou 

. x = .-A. 


A = /2/ — V2T 55 // 

JA_ = 7 

x= 3 _t_jj_y r 2 

2 ^ ^ 

2 

Observe que para x = -4 você tem C_ 4 _ 1>2 = C_ 5>2 , que não está definido. Portanto, temos apenas 
um valor para x que é ....Z... . 

b) ^x±Li = 21 

2x>2 Í2x//) r 2xf 

Para isso, substituindo A2x+1,3 pof (jjín ~ e Aix ’ 2 por ( 2 / -£.}( ' simplifique e resolva a 
equação obtida: 
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_(2* + /Jf Í2x-2jf 

' 177 = 2i 

I2*+ 4 J- 2 * f . {2*-2j! 27 <z 

(ix-zjf 2 xf 

Você obteve x = /O 


'2 x / / - 27<^ =>y = 70 


c) 3.p x - 12 .p x _, = 0 

Para isso, substitua P x por , P x -, por {*'/]/. e fatore: 

3 • - 12 • = 0 

3 ‘ <*.zL )! - 12 • = 0 <=> (x- 1)! [3x-J2 j = o e 

como (x - 1)! # 0 para todo x E IN, vem <3 x ’ - /2 =0 <=> x = 4 

Você obteve x = 4 


d) ^ t+M. = _L 

Cx.,,2 2 




Para isso, substituindo C x+14 por ~ Tr~? — d \ # C nnr (* 7 

x+1 ’ 4 v 4 f fx -3) r ’ ^x-i,2 por „ r , j r , simplifique e resolví 

a equação obtida: -*t * ••••••• 


equação obtida 


(x+7)f 


4TJ7JT7 


2f (x -3 )f 7 

/V- i)f ' 2 


7 x = 42 •/ x - • <7 



Voce obteve: x - -7 ou x = 6 e para x = -7 você tem C x+14 = C. 7+I>4 = C. 6>4 , que não está definido 
e C x .i >2 = C. 7 _ I2 = C. g 2 , que não está definido, e portanto x = <o 

49) Mostre que vale a igualdade C n>10 = C n;n . 10 
De fato: 

19 membro — » C n n . 10 = ..77'./.. 

( 27.7..1Ç..... )! )]! ( .Zkz.lQ... )\(7i : 7if/0 )!~ 


71 . 


71 : 


)•' 10! " 10! ( "??- 7Õ )T = “*• 19 membro 

59) Mostre que vale a igualdade A n2 + 2n = A n+1>2 
De fato, j 

19 membro— * A„ , + 2n = 7~h. i / + ?n = — f — y 2 7& 


A n,2 + 2n = ( n -2) f + 2n = 


JtezÜL 


z 71 ' a 2 - 7i +2 


72/ = 77 X 71 


29 membro ■ 


Ml +1,2 


— (n + ijf _ fetfjf fo+fj.a.fa-t)/ 

lEHzM.. 


.Z.ÍTZ.f.f.l*..??.;. 72 2 7 71 
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Você obteve para o 19 membro e o 29 membro a expressão n 2 + n e portanto vale a igualdade. 


69) Mostre que vale a igualdade (2n - 1)! [(2n + 1)! - 2n! ] = (2n!) 2 
De fato, 

19 membro -► (2n - 1)! [(2n + 1)! - 2n!] = (2n - 1)! [( Z.TJt.t.l... )*2n! - 2n!] = 

= (2n - 1)! 2n! [ Zml-.L.. 1 = (2n - 1)! .. 2.1 V = 

= 2n • (2n - 1)! = ( .Zziit? •+ 29 membro 


2n! 



VIÚMERO BINOMIAL OU COEFICIENTE BINOMIAL 

11 . Definição: 

Seja n E DM e p E IN tal que p < n. 

Chama-se número binomial n sobre p ou número binomial de classe p do número n ao número dado por 


n 


n! 


P, n-p 


p! (n-p)! 


Indica-se habitualmente por ( ] e lê-se “n sobre p”. 


Assim: 



78. Assinale as afirmações corretas: 

a- (X) (V é o número binomial 5 sobre 3. 


b. ( ) 


( 


3 


é o número binomial 5 sobre 3. 


c. (X) 



d. (X) jyJT ® 0 n ^ mer0 binomial 



e. (X) ^ ® 0 número binomial 
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79. 


i- (X) 
j- (X) 
L ( ') 
m.(X) 
n - (X) 

o. ( ) 

p- (X) 

q- (x) 

r- ( ) 
s. (X) 

t- (X) 

( 

U- (X) 
v. (X) 
x. (X) 


(n - p)! [n - (n - p)]! (n-p)!p! 

3! 


0! 3! 


= 1 . 


(n”p) * 

O número binomial q ^ é igual 
O número binomial ^ q ^ c igual a 3! 

O número binomial ^ q j é igual a 1. 

( 5 ) ■ I.Vne N. 

O número binomial ^ j é igual a 

O número binomial ^ ^ ® igual a = 1* 

O número binomial ( n \ é igual a - . n ~ = l 

\ n / ° n! 0! 

O número binomial ^ ^ é sempre igual a n. 

10! _ 10 ! /io\ no\ 

3! (10-3)! ~ 7! (10-7)! ^ \ 3 / " \ 7 / onde 3 + 7 = 

8! 8! /8\ / 8 \ 

2! (8-2)! ~ 6! (8-6)! ^ ^ 2 ) ~ UJ ° nde 2 + 6 = 8 

Sendo 7 + 5 = 12, pois — 


10 


12 ! 


12! 


(12-7)! 5! (12 -5)! 

Sendo 6 + 3=9, ( 9 A = ( 9 ) po is 21 = 

V 6 / \ 3 ) p 6! (9-6)! 3! (9-3)! 

p! (n-p)! = (n-p)! [n"l (n-p)]! ~ (p) = (n-p) onde P + "-P = n 


Em resumo: 

19) O número binomial ^ q ^ é sempre igual a 1, isto é: 


o- 


Vn G IN. 


29) O número binomial ^ ^ ^ é sempre igual a 1, isto é: 



VnGR 


39) Dois números binomiais ^ p ^ e ^ x } 830 c ^ iamaí ^ os complementares quando p + x = n. 

Assim: ^ p ^ e (^n - p) são nií ^ meros binomiais complementares pois p + n - p = n e você tem 

C) - (n-p) •-*= 


Números binomiais complementares são iguais. 
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0. Relação de Stifel: 

Vale também a propriedade: 


-0 


n + 1 
P 


que é chamada relação de Stifel. 


Assim por exemplo: 

a) para n = 8 e p = 6 temos: 


w * (?) - er) - (?) * (?) ■ (?) 


de fato: 


(?) 


Q! 


8 ! 


= 4 44 = .56 +28-84 


04.34. ef 24 3,.ZJ. Z.....2J.. 

= 64 


9f 9.6. 7 


.3,2,4... 


b) para n = 12 e p = 10 temos: 


12 

. 9 ... 


de fato: 
12 ' 


12 - 

40.. 


43 .. 

40 . 


12 ' 


12 ! 


.9./..3.L4....MZL 


+ -4 y ~-220 + 66 - 286 

%A.f. 


13/ 


~ . /2 • // _ Ç QS 

3,2.1 1_ 


81. Triângulo de Pascal: é uma tabela onde os números binomiais foram dispostos em linhas e colunas da seguinte 
forma: 


linha 0 
linha 1 
linha 2 
linha 3 
linha 4 

linha n 


\ 




\ 


(í)(0\ 

(í)«)aK 

«)(í)G)U)\ 

(i)(i)«)(i)(jK 

\ 

\ 

«)(;)(;)(;)(:) ••• uX 


OU 


linha 0 
linha 1 
linha 2 
linha 3 
linha 4 
linha 5 


\ 

i\ 

\ 

1 l\ 


\ 

1 \ 


\ 

\ 

i\ 


3 3 

4 6 4 

5 10 10 


\ 

l\ 


1\ 


t 

O 


t t 


cee 

j2 G G 

o o *o 


\ 


BINÔMIO DE NEWTON 


82. Definição: 


Chama-se fórmula do binômio de Newton ao desenvolvimento da potência n-ésima do binômio (x + a), 
dado por: 



Assim, por exemplo, o desenvolvimento de (x + a) 6 é: 



ou 


(x + 6) 6 = 1 • x 6 + 6x 5 - a + 15x 4 a 2 + 20x 3 a 3 + 15x 2 a 4 + 6xa 5 + 1 • a 6 


83. 


Aplicação: 

Complete você: 


a) (x + a) 4 = 
+ 


ou 

(x + a) 4 = 


b) (x + a) 5 = 



ix 4 + 4x 3 a i 6/a z / 4x0? y Jaf 



x* a, 4 + 




(x + a) s - + 5x 4 /2/ + f0x 2 d / /Ox* O? / ÓxO? / Y/Z ó 

c) (x + 2a) 5 = Q) x 5 • {72)0. + [5] x* (? &/ + (%J* 3 (? /Z ) 2 +($)* Z [ 2aj f + 



OU, 

(x +2a,f - ix^-fóx*. 2a, y 10 x 3 . 4- a? / lOx*. 8aâ + õx 76 a? x 1x°. 32 a? = 

= x 3 -x 10 x 4 a / 40 x 3 a? / 80x z a? y 80xaf / 32a 5 . 

d) (3x + a>4 ■ a) (3,x. 

= 1-84x 4 . 1 y 4.27x s . a, y 6. 9x z a? y 4.3 x. a ? / /. /. a?= 


= 81x 4 y 108 x 3 a, 1 õ4x z /£ 1 12 x a? / a? 
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e) (x - 2) 6 = [x + (— 2)] 6 = Í-^A x .#.(-2).<?+ 

- ix 6 . 1+ 6**. (-2)+ tt* 4 ' 4 s 20A. (-8J+ /ó* £ . Y6+6x'f-32j+/.«°u 
= X 6 - /iV^V ótfx' - /60 x 3 X - /£?x x S* 


f) (x-a) 4 = 


fí)*w+ (i)*. r-~A(jyfa 

+(})*%*)*= 

- /.x 4 . / x 4/ 3 . (-a,) v 6x z /A y 4.x .f- afj y /. x£ 4 = 

=x 4 - /x^xx / 6x £ /& - 4 x/2? x 42/ 


g) ( x + xi ) 5 = /f ) x 5 


(t) *■ &r+ m **■&** G)*&r * 

V*>'- Ó4/+ íík &r- 


*Y.X S .Y +óx*-4r + fO* 3 . 1 X /<?.** / x ó x . /. + /.JL = 
x2 ye? 

= x v5x^ + /O. J- + /O .jL + 5. 4- -f ± 


* 


X 7 V 17 


Exercícios a resolver: item 3, pág. 124. 


84. Termo geral no desenvolvimento do binômio de Newton 

No desenvolvimento do binômio de Newton temos: 

(x + a) n = f \ x n a° + í j \ x n ' l ?í l + í ^ ) x n " 2 a 2 + 


19 termo 

29 termo 

Observe que: 


19 termo -> Tj = 

U) xna ° 

29 termo -> T 2 = 

( 1 ) x ° la * 

39 termo ->* T 3 = 

( 2 ) 

49 termo -► T 4 = 

( 3 ) 

(p + l)-ésimo termo 

1 

+ 


39 termo 


= (p) x ” 


P a P 


.( ■> ) x o a . 

(n + 1)9 termo 


termo geral do binômio de Newton. 
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Assim, por exemplo, o 99 termo do desenvolvimento de (x + a) 12 é: 
T 9 = T 8 + 1 = x 12 " 8 • a 8 = x 4 a 8 = 495x 4 a 8 . 


85. Aplicação: 

19) Usando a fórmula do termo geral v> - (“) * n ' p •aP, assinale as afirmações corretas: 

a. (X) Em (x + a) 10 , o 89 termo é calculado fazendo n = 10 e p = 7, pois T p+1 = T 7+1 = T 8 . 

b. (X) Em (x + a) 10 , o 89 termo é T 8 = T 7+1 = x 10 ' 7 • a 7 = 120x 3 a 7 . 

c. ( ) Em (x + a) 10 , x 10 ' 7 a 7 é o 79 termo. 

d. ( ) Em (x + 5) 7 , o 49 termo é calculado fazendo n = 7 e p = 4. 

e. (X) Em (x + 5) 7 , o 49 termo é calculado fazendo n = 7 e p = 3, pois T p+1 = T 3+1 = T 4 . 

f. (X) Em (x + 5) 7 , T 4 = T 3 + 1 = Q ) x 7 -35 3 = 4375x 4 . 

g. ( ) Em (2x - a) 12 , o 99 termo é calculado fazendo n = 12 e p = 9. 

h. (X) Em (2x-a) 12 , o 99 termo é calculado fazendo n = 12 e p = 8, pois T p+1 = T 8+1 = T 9 . 

i. ( ) Em (2x - a) 12 , T 9 = (2x) 12 ' 9 • (-a) 9 . 

j. (X) Em (2x - a) 12 , T 9 = T 8+1 = ( g 2 ) (2x) 12 ' 8 . (-a) 8 . 

1. (X) Em (x 2 -3x) 15 , o décimo termo é T, 0 = T 9+ , = (x 2 ) 15 ' 9 • (-3x) 9 . 


29) Calcule: 

a) O 139 termo do desenvolvimento de (x 2 + y) 15 : 


L 13 - A 12+1 “ 


' 15 

.n. 


(x 2 ytô-fl... . y 


456**3 


12 


é ,12 


b) O 49 termo do desenvolvimento de (2x + 5) 6 : 

t. - : âk£lLl 5 ..:£ 00 °í. 


c) O 89 termo do desenvolvimento de (x 2 - x) 


12 . 


T 8 = = (%) • (** • (-*)■"= - jflr ( x V 5 . f- *) = - 792* 


/ 7 


1 12 

d) O expoente de x no 69 termo do desenvolvimento de (x 5 + -^-) : 

Para isso, 

t 6 = T s+1 = (■"“£") (x s )72-ã . (x -2^. = 

portanto, o expoente de x em T 6 é . 

1 10 

39) Sabendo que no desenvolvimento de (x 2 + — ) , o termo geral é dado por 


12 \ 35 -A 0 

x X = 







l p+l 


) (x 2 ) ,0 - p • (jf : 


122 


a) calcule o valor de p para se obter o termo de 89 grau em x. 

b) calcule esse termo: 

Resolvendo vem: 

á) Você deve calcular o expoente de x no termo geral Tp+i e igualar esse expoente a 8, pois se deseja 
o termo de 89 grau em x. 

Assim: T p+I = (x 2 ) 10 ' p • (i-) p 

e (x 2 )'°-p • (i-f = . (x-i)^. = yZQrÃp. x 'p.. = J0-3p 

Logo, 2Q.-3JD. = 8 => p = .4.." . 

b) O termo T p+1 = (x 2 ) 10 " p • (~) p P ara p = 4 (valor obtido no item a) é: 

v. " • (a 1( £1 ,0 .: 4 :.. ( **7 ■ ** - íl -*#>*' 


49) 


Calcule o coeficiente de x 6 no desenvolvimento de (2x 4 + — ) 9 . 

x 7 

Para isso, calcule antes o expoente de x no termo geral T p+ j e iguale esse expoente a 6, determinando 
o valor de p. 

Assim: 


l p+i 


- C) (Z£.&P- ■ - (’) ■ x-p - (ip a ' p -£' Sp 


Sé -.5» * 6 


Você obteve p = ...{5.... e, portanto, substituindo p = 6 em T p+1 teremos o coeficiente pedido: 
T 6 + 1 = (J 6 ) (2x 4 )— • (x-)6 = - 84. 8 x 6 = 672 x e 

Portanto, o coeficiente de x 6 é . 


59) 


Calcule o termo independente de x no desenvolvimento de (2x + x~ 2 ) 6 . 

Para isso, calcule antes o expoente de x no termo geral T p+1 e iguale esse expoente a zero determinando 
o valor de p. 

Assim: 


y. - (UM1 :. (l .Pll 'P P ApJ l • * 


(,-p é>-3p 


6 - 3 jp = 0< E =^j^ - 2 


Você obteve p = 2 e portanto o termo independente de x será: 


* ,0 


240 


Exercícios a resolver: itens 4 a 15, págs. 124 e 125. 
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EXERCÍCIOS 

SEQUÊNCIA A 

1) Calcule: 

a ) A 10, 3 

b) C| 0> 3 

c) P 5 


d) Pn-2 


e) C s> 2 

0 A 8j 2 


g) A m,3 

b) C m>3 

0 A m+2,2 


j) 

D 

m) 

n) 

o) 
P) 

q) 

r) 

s) 

t) 


c m+3,3 

Ps-P 4 
4 • P 4 

^8,3 + A 8.2 

As ,2 

2P 3 + 3A 4i 2 
5P 4 - P 2 

À6,S ~ A6 <4 

As ,4 - A 5j3 
C 5,4 + C53 

_ c 5 ; 2 

A n, 4 ' Pn-4 

An,5 + A tti4 

A n ,3 

Cm + i,m-i ” C m ,m-2 

Am+p,p+2 + Aj^+p^p+i 
Am+p, p 


2) Calcule o valor da incógnita nas seguintes equações: 

a) A n>2 = 12 

b) C n#2 = 10 


c ) A n> 2 - C n> 3 

d) C n>2 = c n 3 

e) J ^ x ,2 = _L 

A x> 3 4 

0 C x + 2 , 4 = 11C X> 2 

\ A x 2 A X 3 _ 

g) x*£- = 5 

Ax,3 


h) 


Ax+i,n+i * Px-n _ 


20 


i) 

j) 


Ax-3,n-3 * p x-n _ 72 
Px-s 

Cx,5 + ^X.4 _5_ 
C x ,s ~ C x | 4 3 


3) Desenvolva as potências abaixo, empregando a fórmula do 
binômio de Newton: 

a) (2x + a) 4 

b) (x-1) 6 

c) (3x-a ) 3 

d) (2x-3y ) 5 

e) ( 2 x+-y ) 4 
0 (2x--|) 5 

g) (x 3 -^) 4 

h) («« - 

4) Calcule em cada desenvolvimento: 

a) O 89 termo de (x 3 + y) 10 . 

b) O 59 termo de (x 2 - 2a) 12 . 

c) O 39 termo de (— + 2x 3 ) 6 . 

x 

d) O 119 termo de (x 2 - — t-) 10 . 

e) O termo central de (x 2 --^-) 10 

f) O último termo de (2x - — r) 5 . 

x z 

g) O 119 termo de (2\Tx + -Jf) 12 . 

h) O 129 termo de (2x 2 - — ) 13 . 

x 

5) Calcule o termo de 59 grau em x de (2x + -^r) 10 . 

6) Calcule o termo de 39 grau em x de (-— + 2x 3 ) 9 . 

7) Calcule o termo de 69 grau em x de (x 2 - x -1 ) 12 . 

8) Calcule o termo independente de x em: 

a) (2x+l) 5 

b) (x 2 -|) 10 

c) (2x + -^f) 6 

d) (| - X 4 ) 10 

9) Calcule o coeficiente de x 8 no desenvolvimento de 

(l + xV°. 

10) Calcule o coeficiente de x 10 no desenvolvimento de 
(x’-4r)‘°. 
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11) Calcule o coeficiente de x 11 no desenvolvimento de 

(2x 2 + ^) lí . 

12) Calcule m para que o 59 teimo de (x + a) m seja 210x 6 a 4 . 

13) Calcule o termo independente de x no desenvolvimento de 

14) Calcule os valores de x que tomam iguais o 49 e 59 termos 

X 1 7 

no desenvolvimento de (-j - - — j ) . 

15) Calcule o valor de a para que o coeficiente de x 5 seja igual ao 
coeficiente de x 15 no desenvolvimento de (2x 2 +“V) 10 - 


RESPOSTAS 


1) a) 720 

b) 120 

c) 120 

d) (n - 2)! 

e) 10 

f) 56 

g) m(m - l)(m - 2) 
m(m -J) (m - 2) 

i) (m + 2) (m + 1) 

(m + 3) (m + 2) (m + 1) 

R 


2) a) n = 4 

b) n = 5 

c) n = 8 

d) n - 5 

e) x = 6 

f) x = 10 


h) x = 4 

i) x = 12 

j) x = 24 


D 1 

m \ 98 
m) — 


24 

~ST 


n) 

o) 6 

p>i 

q) n 2 -n 

r) (n-3) 2 


s) m 

t) m 2 


3) a) 16x 4 + 32x 3 a + 24x 2 a 2 + 8xa J + a 4 

b) x 6 - 6x s + 15x 4 - 20x 3 + 15x 2 - 6x + 1 

c) 27x 3 - 27x 2 a + 9xa 2 - a 3 

d) 32x s - 240x 4 y + 720x 3 y 2 - 1080x 2 y 3 + 810xy 4 - 243y s 

e) 16x 4 + 16x 3 a + 6x 2 a 2 + xa 3 + -jç a 4 

f) 32x s - 40x 4 + 20x 3 - 5x 2 + -|-x - 

g) x 12 - 4x 7 + 6x 2 - 4x -3 + x" 8 

J_ _ 3_ 

h) x 6 - 3x 2 + 3x - x 2 


4) a) 120x 9 y 7 

b) 7920x 16 a 4 

c) 60x 2 

d) x' 30 


e) -252x _s 
O -x- 10 

g) 264x' 19 

h) -312x" 7 

5) 5120x s 

6) 672x 3 

7) 924x 6 

8) a) 1 



c) 240 

d) 45 


9) 210 

10) 45 

11) 25344 


a 


10 


12) m = 10 

13) 455 

14) x = 1 ou x = 2 

15) a = ± 
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Probabilidade 



a) adquira noções fundamentais sobre a Teoria das Probabilidades. 

b) adquira técnicas no cálculo de probabilidades em situações 
mais simples. 


EXPERIMENTO ALEATÓRIO 

86. Chama-se experimento aleatório a todo experimento que mesmo repetido muitas vezes em condições semelhantes, 
apresenta em cada vez resultado imprevisível. 

Exemplos: lançamento de um dado; retirada de uma carta de um baralho; lançamento de uma moeda etc. 

87. Conjunto universo (ou espaço amostrai) de um experimento aleatório é o conjunto de todos os resultados 
possíveis desse experimento. 

Indica-se o conjunto universo por U. 

Assim: 

a) Como num lançamento de um dado podemos obter as faces 1, ou 2, ou 3, ou 4, ou 5, ou 6, o conjunto 
universo U = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, onde o número de elementos de U é n(U) = 6. 

b) Como num lançamento de uma moeda podemos obter cara ou coroa, o conjunto universo desse experimento 
é U = {C a , C 0 }, onde o número de elementos de U é n(U) = 2. 

c) Como em dois lançamentos sucessivos de uma moeda podemos obter caras nos dois lançamentos, ou cara 
no 1? lançamento e coroa no 2? lançamento, ou coroa no 1? e cara no 2? lançamento, ou coroa nos dois 
lançamentos, o conjunto universo é: 

U = {(C a , C a ); (C a , C 0 ); (C G , C a ); (C Q , C Q )}, onde o número de elementos (pares) de U é n(Ü) = 4. 

88. Assinale, então, as afirmações corretas, considerando os seguintes experimentos: 

a. ( ) No lançamento de uma moeda, U = {C a , C a } e n(U) = 2. 

b. ( X) No lançamento de uma moeda, U = {C a , C 0 } e n(U) = 2. 

c. (X) Num lançamento de um dado, U = {1, 2, 3, 4, 5, 6} e n(U) = 6. 

d. ( ) Num lançamento de um dado, U = (2, 4, 6} e n(U) = 3. 

e. ( X) Num nascimento de uma criança, U = { H, M} e n(U) = 2. 

f . ( ) Em dois nascimentos de criança, U = (H, M} e n(U) = 2. 
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g. (X) Em dois nascimentos de criança, U = {(H, H); (H, M); (M, H); (M, M)} e n(U) = 4. 

h. (X) Na extração de uma bola de uma urna com 3 bolas brancas e 2 vermelhas, U = {B,, B 2 , B 3 Vj V 2 } e 

n (U) = 5. 

i. ( ) Na retirada de uma ficha de uma urna com 7 fichas numeradas de 1 a 7, U = {f 1( f 2 , f 3 } e n(U) =3. 

j. (X) Na retirada de uma ficha de uma urna com 7 fichas numeradas de 1 a 7, U = {f 1( f 2 , f 3 , f 4 , f 5 , f 6 , f 7 } e 

n(U)=7. 


EVENTOS 

89. Chama-se evento qualquer subconjunto do conjunto universo U de um experimento aleatório. 

Assim, qualquer que seja E C U, E é um evento. 

M). Quando E = U, E é chamado evento certo. 

)1. Quando E C U e E é um conjunto unitário, E é chamado evento elementar. 

)2. Quando E C U e E é o conjunto vazio, E é chamado evento impossível. 

)3. Chama-se evento complementar de um evento E C U o evento Ê = U - E, isto é, I é o conjunto formado por 
:odos os elementos que pertencem a U e não pertencem a E. 

>4. Assim, seja o lançamento de um dado, onde U = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 

Então: 

a) o evento “obter um número ímpar na face superior” é: 

E, = {1, 3, 5} C U, onde n(E,) = 3 

b) o evento complementar de E, é: 

Ei = {2, 4, 6} C U, onde n(E,) = 3 

c) o evento “obter um número menor ou igual a 4 na face superior” é: 

E 2 = {1, 2, 3, 4} C U, onde n(E 2 ) = 4 

d) o evento complementar de E 2 é: 

E 2 = {5, 6} C U, onde n(E 2 ) = 2 

e) o evento “obter o número 5 na face superior” é: 

E 3 = {5 } C U, onde n (E 3 ) = 1 
Veja: E 3 é um evento elementar. 

0 o evento “obter um número menor ou igual a 6 na face superior” é: 

E 4 = {1, 2, 3, 4, 5, 6} C U, onde n(E 4 ) = 6 
Veja: E 4 é um evento certo. 

g) o evento complementar de E 4 é: 

E = 0 C U, onde n (E 4 ) = 0 
Veja: E 4 é um evento impossível. 
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95. Aplicação: 

Assinale as afirmações corretas, considerando: 

1?) No lançamento de um dado, o evento: 

a. ( ) “obter um número par” é {0, 2, 4, 6}, onde n^) = 4. 

b. (x) “obter um número par” é Ej = {2, 4, 6}, onde n(Ex) = 3, 

c. (X) complementar de “obter um número par” é E x = {1, 3, 5}, onde n(Ex) = 3. 

d. (X) “obter a face 3” é E 2 = {3}, onde n(E 2 ) = 1. 

e. ( ) “obter a face 3” é E 2 = {1, 3}, onde n(E 2 ) = 2. 

f. ( ) complementar de “obter a face 3” é E 2 = {2, 4, 5, 6}, onde n(E 2 ) = 4. 

g. (X) complementar de “obter a face 3” é E 2 = {1, 2, 4, 5, 6}, onde n(E 2 ) = 5. 

h. (X) “obter um número menor que 5” é E 3 = {1, 2, 3, 4}, onde n(E 3 ) = 4. 

i. ( ) “obter um número menor que 5” é E 3 = {1, 2, 3, 4, 5}, onde n(E 3 ) = 5. 

j. (X) complementar de “obter um número menor que 5” é E 3 = {5, 6}, onde n(E 3 ) = 2. 

2?) Em dois lançamentos sucessivos de uma moeda, o evento: 

a. (X) “obter apenas uma cara” é Ej = {(C a , C 0 ); (C 0 , C a )}, onde n^) = 2. 

b. ( ) “obter apenas uma cara” é Ej = {(C a , C 0 ); (C Q , C a ); (C a , C a )}, onde n(E x ) = 3. 

c. (X) complementar de “obter apenas uma cara” é Ej = {(C a , C a ); (C 0 , C 0 )}, onde n^) = 2. 

d. ( ) “obter duas caras” é E 2 = {(C a , C a ); (C 0 , C 0 )}, onde n(E 2 ) = 2. 

e. (X) “obter duas caras” é E 2 = {(C a , C a )}, onde n(E 2 ) = 1. 

f. (X) complementar de “obter duas caras” é E 2 = {(C a , C Q ); (C Q , C a ); (C Q , C 0 )}, onde n(E 2 ) =3 

g. ( ) “obter faces iguais” é E 3 = {(C a , C a )}, onde n(E 3 ) = 1. 

h. (X) “obter faces iguais” é E 3 = {(C a , C a ); (C 0 , C 0 )}, onde n(E 3 ) = 2. 

i. (X) “obter faces não iguais” é evento complementar de “obter faces iguais”. 

j. (X) “obter pelo menos uma coroa” é É 4 = {(C a , C 0 ); (C 0 , C a ); (C 0 , C 0 )}, onde n(E 4 ) = 3. 

39) Na extração de uma carta de um baralho, o evento: 

a. (X) “tirar um ás” é A = {Ao, Ac, Ae, A p }, onde n(A) = 4. 

b. ( ) “tirar um ás” é A = {Aq}, onde n(A) = 1. 

c. ( ) “tirar uma dama de naipe vermelho” é B = {D 0 , D c , D e , D p }, onde n(B) = 4. 

d. (X) “tirar uma dama de naipe vermelho” é B = {D 0 , D c }, onde n(B) = 2. 

e. (X) “tirar um rei de naipe preto” é C = {Rg, R p }, onde n(C) = 2. 

f. (X) “tirar um ás de naipe verde” é D = 0, onde n(D) = 0. 

g. ( ) “tirar um ás de naipe verde” é D = {A v }, onde n(D) = 1. 


PROBABILIDADE 


96. Definição: 

Seja um experimento aleatório e U o seu conjunto universo. 


Chama-se probabilidade de um evento A, A C U, ao número real 
de elementos de A e n(U) o número de elementos de U. 


P(A) = 


n (A) 

n(U) ’ 


onde n(A) é o número 


A definição dada só é válida se todos os elementos de U têm a mesma probabilidade, ou seja, U é um conjuntc 
eqüiprobabil ístico . 
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97. Aplicação: 

1?) Complete, usando a definição anterior: 

Seja um experimento aleatório cujo conjunto universo tem 30 elementos e os eventos A, B, C, D, E, FeG 


contidos em U. 

a) n(A) = 15 

b) n(B) = 10 

c) n(C) = 6 

d) n(D) = 3 

e) n(E) = 1 

f) n(F) = 30 

g) n (G) = 0 


p(A) = 


n(A) 


/Õ 


n(U) ãQ.. 


/ 

ü... 


/D-» _ n ( 10 í- 

P<B) -«Jj) ao : ã... 


p(C) = 
p(D) = 
P(E) 


/ 


LcJ - 

rt(U) ...30. -WL-. 

Ikl&L - 3. m j_ 

to.... 

7VÍ£j i 


P(G) = 


..Ttc.Cul 3.O.. 

[fL 

uü. 

(gJ_ 


p(F) - TlLeL = 30 - _ / 

P(F) MUI 30....7.1 


0 


Tt.CUj.. 30. 


-= O 


2?) Complete e calcule o que se pede, considerando o lançamento de um dado: 
a) A probabilidade do evento A “obter o número 5 na face superior”. 


A = 


n (A) = .../ 
n(U) = .6. 


Ti (A) 
P<A) = Tj.lUl 


6 


b) A probabilidade do evento B “obter o número 3 na face superior”. 
B = {..„&} — ► n(B) = 

n(U)= .A 


m níB) i 

p(B)= ..^fez:..:...z. 


c) A probabilidade de um evento elementar C = {e}, e e {1, 2, 3, 4, 5, 6}: 
C={e} » n(C) = .../ 


n(U)= ...6. 


TlJjÇl _ J_ 

P(C) = ..7t.LU.Ll. 6... 


Observe que sendo U um conjunto de 6 elementos, o número de subconjuntos unitários de U é 6 
e o número de eventos elementares é 6 e você tem: 

p(Ci) + p(c 2 ) + p(c 3 ) + p(C 4 ) + p(C s ) + p(C 6 ) = -|- + -£+ -£-+ + -J+ ~k = - J - 


d) A probabilidade do evento D “obter um múltiplo de 3 na face superior 5 
D={3, ...£}=> n(D) = 

n(U) = ...6 


^ Mo) 2 / 

P(D) = .nCuL.A 3. 


e) A probabilidade do evento E “obter um número não múltiplo de 3 

E = d, ...4,..Õ.} — n(E) = 

n(U) = „6. 


„, F , _ *(£) .. jL,2. 

P<E) “ .sCtíJ. 6. a 


f) A probabilidade do evento F “obter o número 7 na face superior? 
F = ,.p. • n(F) = "O 


n(U) = "6. 


„ m _ zífL.O-.o 
p< ‘ ...* (sd .<?. 
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g) A probabilidade do evento G “obter um número menor ou igual a 6 na face superior”: 

G = 3?. 4-j Õ 7 ó 7 } => n(G) = 

n(U) = ,6, 


71 ÍG) y 

P(G > = '7l(Oj' ~J_ 


3?) Num lançamento de um dado, qual a probabilidade de se obter um número divisor de 21 na face superior? 
n(U) = .6. 

0 evento B “obter um divisor de 21” é B = {1, ,3 }, onde n(B) = 2 . 


P(B) = 


n(.£) 

n(£.) 


_2_ J_ 
<ò*3 


4?) Num lançamento de um dado, qual a probabilidade de se obter um divisor de 21 ou o número 4 na 
face superior? 

n(U) = .6 


0 evento C “obter um divisor de 21 ou o número 4’ 

(r , _ -KÍC) 3 / 
p(C) - n,(U)~ y 2 


é C = { .2. }, onde n(C) = d, 


5?) Num lançamento de um dado, qual a probabilidade de se obter um número par e divisor de 10? 
n(U) = 6" 

O evento D “obter um número par e divisor de 10” é D = onde n(D) = / . 

TlfO) / 

p(°) = 71, (U) = 6 


6?) Em uma retirada de uma carta de um baralho de 52 cartas, calcule: 

a) a probabilidade de se obter uma dama. 
n(U) = 32„ 

D D . D , D 

O evento A “obter uma dama” é A = {.„<?.* r Q p } 
n(A) = 

n(k.) 


P(A) = 


n(</ ) ‘ 32 13 


b) a probabilidade de se obter uma dama de ouro. 

n(U) = 32 

O evento B “obter uma dama de ouro” é B = {..J?....} 

n(B) = ./„ 

te (8) J_ 
pW = ti, (d)* 32 


c) a probabilidade de se obter um rei de naipe vermelho. 
n(U) = 32, 

O evento C “obter um rei de naipe vermelho” é C = { 

n(C) = 2... 

7VÍC) _ _2_ J_ 
p(C) " 7i(Uj 32 ~ 26 


} 


g) A probabilidade do evento G “obter um número menor ou igual a 6 na face superior”: 

G = {//. 2 67,67 } => n (G) = ó 

n(U) = . 6 . 


71 í 'j ) y 

P(G) = 


39) Num lançamento de um dado, qual a probabilidade de se obter um número divisor de 21 na face superior? 
n(U) = .6. 

0 evento B “obter um divisor de 21” é B = {1, 3 }, onde n(B) = .2 . . 


P(B) = 


n(.£) 


JL J_ 

6*3 


49) Num lançamento de um dado, qual a probabilidade de se obter um divisor de 21 ou o número 4 na 
face superior? 

n (U) = 6. 

0 evento C “obter um divisor de 21 ou o número 4” é C = { t }> onde n(C) = 

(r , _ níC) A. J_ 

p(C) - 71, (u)~ 6' 2 


59) Num lançamento de um dado, qual a probabilidade de se obter um número par e divisor de 10? 
n(U) = 

O evento D “obter um número par e divisor de 10” é D = onde n(D) = / 

7lfO) / 

P< D ) = 71/ ( U ) = 6 


69) 


Em uma retirada de uma carta de um baralho de 52 cartas, calcule: 

a) a probabilidade de se obter uma dama. 


n(U) = £2" 

O evento A “obter uma dama’ 
n (A) = 4 mmmm 

n(l.) _4_ S 

P(A) = 


é A = {fo’°C ’ 


D 

e 


n ( o, ) " 52~ 13 


D 


b) a probabilidade de se obter uma dama de ouro. 
n(U) = ^^ mmm 

O evento B “obter uma dama de ouro” é B = {..J?....} 

n(B) = 

, x tlJAL jL 
p(B = 

c) a probabilidade de se obter um rei de naipe vermelho. 
n(U) = 

g g 

O evento C “obter um rei de naipe vermelho” é C = { o 7 c } 
n(C) = .2. 

71/ ÍQ _ _ 2 _ / 

P(C) " tly.l 62 ' 26 


d) a probabilidade de se obter uma carta de espada. 

n(U) = 52 

O evento D “obter uma carta de espada” é D = { . 7. . fL L íâ. ig. Zq. !. %. !. . £ !. I. £. f. $/. % } 

n(D) = 


P(D) = 


70 í D) 13 / 

ajui:...32..:....A 


7?) No lançamento de dois dados, lendo as faces superiores, calcule: 
a) a probabilidade de se obter números iguais nos dois dados, 
n (U) = 36, pois teremos 6 • 6 = 36 pares ordenados possíveis. 

0 evento A “obter números iguais” é A = {(1, 1); ( 2 ã Z ); ( 3ãâ)l ( )*> ( )*> ( 

n(A) = ..6 

p(a)= 4^= -JU - 4 - 


í?.. 

b) a probabilidade de se obter soma igual a 3. 
n (U) = ..36.. 

O evento B “obter soma igual a 3” é B = {(1, ); )} 

n(B) = 


P(B) = 


Tt /Í0! _ g = 


.nj.y± 3â m.. 


c) a probabilidade de se obter soma igual a 5. 
n(U) = ...M... 

O evento C “obter soma igual a 5” é C = { .{/.t.ZJ.j... (.2.. a 7. ír.J.j. . Í.A.. 7. 
n (C) = .A.. 

p<C) = -4-, (r 


A..I.U1 

d) a probabilidade de se obter soma igual a 3 ou 5. 
n(U) = ..M... 

O evento D “obter soma igual a 3 ou 5” é D = { í.).. j. (.?.!. fí*. fj J 

n(D) = .6. 

7L (D) _6 / 

P D ,.<L. 

e) a probabilidade de se obter um número par no 19 dado e um número múltiplo de 5 no 29 dado. 
n(U) = .jgê. 

O evento E “obter um número par no 19 dado e um número múltiplo de 5 no 29 dado” é E = 

{ 

n(E) = ..3. 

* (£) 
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Resumo: 

Seja U o conjunto universo de um experimento aleatório, onde n (U) = n. 

Então: 

1?) A probabilidade do evento certo é igual a I: 

P(U) = 1 

2?) A probabilidade do evento impossível é zero: 

P(0) = 0 

39) A probabilidade de um evento E qualquer, E C U, é um número real p(E) tal que: 
0<p(E)< 1 

4?) A probabilidade de um evento elementar E qualquer é: 

_l \_ 

n(U) n 

59) A soma das probabilidades de todos os eventos elementares é igual a 1: 
p(Ei) + P(E 2 ) + ... + p(E n ) = 1 

69) Para os eventos complementares E e E vale a relação: 

P(E) + p(E) = 1 



EXERCÍCIOS 

SEQUÊNCIA A 

1) Considere o lançamento de um dado e calcule a probabilidade 
do evento: 

a) “obter um número par”. 

b) “obter um divisor de 12”. 

c) “obter um não divisor de 12”. 

d) “obter um múltiplo de 3”. 

e) “obter um número menor ou igual a 5”. 

f) “obter um número menor que 4”. 

g) “obter um número menor que 10”. 

h) “obter um múltiplo de 11”. 

i) “obter um divisor de 17”. 

2) Um lote é formado de 10 artigos bons, 3 com defeitos 
menores e 2 com defeitos graves. Escolhendo ao acaso 
um artigo, calcule a probabilidade: 

a) do artigo ter defeito grave. 

b) do artigo ter defeito. 

c) do artigo não ter defeito. 

3) Retira-se uma carta de um baralho de 52 cartas. Calcule a 
probabilidade do evento: 

a) “obter uma dama”. 

b) “obter uma carta de ouro”. 

c) “obter uma carta não de ouro”. 

d) “obter uma carta de naipe preto”. 


e) “obter um ás de copas”. 

f) “obter uma figura”. 

g) “obter um ás de naipe vermelho”. 

h) “obter um rei ou uma dama”. 

i) “obter um ás de naipe vermelho ou um rei de espadas”. 

j) “obter uma dama de naipe preto ou um ás”. 

4) Considere o lançamento simultâneo de duas moedas e cal- 
cule a probabilidade do evento: 

a) “obter faces iguais”. 

b) “obter faces não iguais”. 

c) “obter pelo menos uma coroa”. 

d) “obter no máximo duas caras”. 

e) “obter três coroas”. 

5) Considere o lançamento de um dado e de uma moeda e 
calcule a probabilidade do evento: 

a) “obter o número 5 no dado e a face cara na moeda”. 

b) “obter um número par no dado e a face coroa na moeda”. 

c) “obter um divisor de 6 no dado e a face cara na moeda”. 

6) Uma uma contém 2 bolas brancas e 3 vermelhas e uma outra 
urna contém 1 bola branca e 2 vermelhas. Retirando-se uma 
bola de cada urna, calcule a probabilidade de que: 

a) ambas sejam brancas. 

b) ambas sejam vermelhas. 

c) a 1? seja branca e a 2? seja vermelha. 

d) a 1? seja vermelha e a 2? seja branca. 

e) as duas bolas sejam da mesma cor. 

0 as duas bolas sejam de cores diferentes. 
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Cálculo da Probabilidade de um Evento 
( Experimentos sem Reposição ) 



a) saiba identificar eventos mutuamente exclusivos e eventos 
independentes. 

b) adquira técnicas no cálculo de probabilidades: experimentos 
sem reposição. 




Limitaremos o nosso estudo ao cálculo da probabilidade de ocorrência de um evento em dois casos: 

19 caso: o evento pode ou não ser desdobrado em dois ou mais eventos não independentes (problemas sem 
reposição). 

29 caso: o evento pode ou não ser desdobrado em dois ou mais eventos independentes (problemas com 
reposição). 

ALGUNS CONCEITOS IMPORTANTES PARA O CÁLCULO DE PROBABILIDADES 

98. Reunião de eventos: 

Seja um experimento aleatório, U o seu conjunto universo e dois eventos ACU e B C U. 


A probabilidade da ocorrência do evento A ou do evento B é dada por: 
p (A U B) = p (A) + p (B) - p (A O B). 


99. Eventos mutuamente exclusivos: 

Seja um experimento aleatório, U o seu conjunto universo e dois eventos ACU e B C U. 
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Dizemos que A e B são eventos mutuamente exclusivos se e somente se A O B = ÇÍ. 
Então, p(A U B) = p(A) + p(B), pois p(A.n B) = p(0) = 0 


Exemplo: Em uma retirada de uma carta do baralho de 52 cartas, 

o evento A: “retirar um ás” ► A = {A 0 , A e , A^, A p } e 

o evento B: “retirar uma dama” — ► B = {D 0 , D e , D c , D p } 
são eventos mutuamente exclusivos, pois A O B = 0. 

Complete as afirmações abaixo, considerando: 

19) Em um único lançamento de um dado, os eventos: 

são eventos exclusivos, pois AfiB 0. 


a) A: “obter o número 5’ 
B: “obter o número 4’ 




b) B: “obter o número 4” 

C: “obter um número ímpar 

c) B: “obter o número 4” 

D: “obter um número par” 


} 

] 


são eventos , exclusivos, 

pois B n C = mm 0. 

são eventos .TIÓX/. exclusivos, 

pois B n D 0. 

d) E: “obter um múltiplo de 3” "1 são eventos exclusivos, 

C: “obter um número ímpar” J pois EHC ^ 0. 


29) Em uma retirada de uma carta de um baralho, os eventos: 
a) A: “obter um 3 


B: “obter um rei 1 


são . . , P°is A O B 0. 


b) B: “obter um rei” 

C: “obter um rei de naipe preto 


pois B n C 0. 

c) D: “obter um ás de copas” ~| são AMlJijóçfâ ,. . 

pois 


E: “obter um ás de paus’ 1 


■} 


d) F: “obter um naipe vermelho” 
G: “obter uma dama” 


1 âí 

j 


áãó.. . . mç. çá.ç&we.a.fó. . 




100. Eventos independentes: 

Seja um experimento aleatório, U o seu conjunto universo e dois eventos AC’U e BC U. 


Dizemos que A e B são eventos independentes quando a ocorrência de um deles independe da ocorrência 
ou não do outro, isto é, a probabilidade de ocorrência de um deles independe do fato de ter ou não ocorrido 
o outro. 


Exemplo: Seja uma urna com 5 bolas brancas e 2 vermelhas. 

I — Em duas retiradas sucessivas de uma bola com reposição os eventos 

A: “obter uma bola branca na 1? retirada” e 

B: “obter uma bola vermelha na 2? retirada” são eventos independentes, pois a probabilidade de ocorrência 
do evento B independe da ocorrência do evento A, uma vez que a 1? bola foi reposta na urna e assim, 
na 2? retirada, a urna terá o mesmo número de bolas que na 1? retirada. 

II — Em duas retiradas sucessivas de uma bola sem reposição os mesmos eventos A e B do exemplo I são 

eventos não independentes, pois a probabilidade de ocorrência do evento B depende da ocorrência do 
evento A, uma vez que a 1? bola não foi reposta e assim a uma terá uma bola a menos na 2^ retirada. 
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Complete as afirmações abaixo, considerando: 

19) Em dois lançamentos sucessivos de um dado, os eventos: 
a) A: “obter 5 no 19 lançamento 5 " | ACtf/ 


B: “obter 3 no 29 lançamento’ 


} 


b) C: “obter 3 no 19 lançamento” 

D: “obter um múltiplo de 3 no 29 lançamento” 


} 


c) E: “obter um número par” 

F: “obter um número ímpar’ 


} 


/WMf 


eventos independentes. 

/V 

eventos independentes. 

eventos independentes. 


29) Em duas retiradas, sucessivas, de uma carta de um baralho de 52 cartas, os eventos: 

a) A: “sair um rei na 1? retirada” 

B: “sair uma dama na 2? retirada”, 
com reposição da 1? carta. 


eventos 


b) A: “sair um rei na 1& retirada” 

C: “sair uma dama na 2? retirada”, 
sem reposição da 1? carta. 


sao 


eventos Tzão' 


c) D: “sair um rei de ouro na 1? retirada” 

E: “sair uma carta de naipe vermelho na 2? retirada”, 
sem reposição da 1* carta. 

d) D: “sair um rei de ouro na 1? retirada” 

F: “sair uma carta de naipe vermelho na 2* retirada”, 
com reposição da 1? carta. 

39) Em dois nascimentos sucessivos, os eventos: 

) ***w*«*vr i são even tos 


- são eventos 7Z&&' 


são eventos 


“o 19 filho é menino” "l 
: “o 29 filho é menina” J 

b) A: “o 1? filho é menino- 1 indepewüntet 

C: “o 29 filho é menino” J 


101. Probabilidade condicional : 

Seja um experimento aleatório, U o seu conjunto universo, ACU e BCU dois eventos onde p(A) =é 0. 

Chama-se probabilidade condicional de B, relativamente a A, a probabilidade do evento B depois 
de ocorrido o evento A. 

Indica-se p(B/A) e lê-se “probabilidade de B dado que ocorreu A”. 


Valem as relações: p(B/A) =— e p(A/B) = com p(B) ^ 0 

102. Eventos simultâneos: 

Seja um experimento aleatório, U o seu conjunto universo e dois eventos ACU e BCU. 

A probabiüdade de que ocorram os eventos A e B simultaneamente é dada por: 
p(A n B) = p(A) • p(B/A) ou p(A Í1B) = p(B) • p(A/B) 
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Quando A e B são independentes p(B/A) = p(B) e p(A/B) = p(A), pois a ocorrência de um independe da 
ocorrência ou não do outro. 

Assim: 


A e B eventos independentes <=> p(A n B) = p(A) • p(B) 


CÁLCULO DA PROBABILIDADE DE UM EVENTO 
(EXPERIMENTO SEM REPOSIÇÃO) 


103. Seja um conjunto A com N elementos e seja o experimento “retirar, ao acaso, n elementos de A”, sem reposição 
e seja q o número de elementos de A com uma mesma característica. 


A probabilidade da ocorrência do evento B: “obter x elementos com essa característica” (x < n e x < q) 
é dada por: 


p(B) = p(x) = 


M . /N 
[xj \n 


-q 

- X 


G) 


pois 



é o total de casos possíveis, isto é, são todas as combinações de N elementos n a n. 

é o total de casos favoráveis, isto é, são todos os agrupamentos com n elementos dos quais 
x têm uma mesma característica e (n - x) não têm essa característica. 



Exemplos: 

19) Uma urna contém 10 bolas, sendo 4 vermelhas e 6 brancas. A probabilidade de sair 3 bolas vermelhas 
em 5 retiradas sem reposição é dada por: 


p(x) = 


(I) •(?:;) 

“D 


onde < 


N = 10 (total de bolas) 
q = 4 (total de bolas vermelhas) 
x = 3 (sair 3 bolas vermelhas) 

n = 5 (número de retiradas) 


portanto: p(3) = 


a • Cs 0 .-/) o • $ 

= (s°) 


4! 


6! 


( 


3! 1 ! 2! 4! 

10 ! 

5! 5! 


_5_ 

21 


29) De um baralho de 52 cartas, retiram-se ao acaso 3 cartas sem reposição. A probabilidade de sair 2 cartas 
de naipe vermelho é dada por: 


P(x) 


portanto: 



p(2) = 


(?) • (?:? 



N = 52 (total de cartas) 
q = 26 (total de cartas de naipe vermelho) 
x = 2 (sair 2 cartas de naipe vermelho) 
n = 3 (número de retiradas) 
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104. Aplicação: 

Complete você e calcule: 

19) Uma urna contém 4 bolas pretas e 5 bolas brancas. Qual a probabilidade de sair 2 bolas brancas em 
4 retiradas sucessivas sem reposição? 


POO 


1 q 1 

. / 

'N-q\ 

UJ 

1 

ft.-.x.) 


/N 

\ 


U- 

) 


onde « 


portanto: p(2) = 


(f) 

•( 

9-5 \ 
4-2 ) 



) 


N = 4±5.-.â... 

(total de bolas) 

q = 

(total de bolas brancas) 

X = 2 

(sair 2 bolas brancas) 

n = . 4 

(número de retiradas) 

5 / 

4! 

2/3 / 

2/2 / /O 


9/ 

AJ/J5L. 


2 / 


29) Num baralho com 52 cartas, qual a probabilidade de sair 2 reis em 3 retiradas sucessivas sem reposição? 


p(x) = 


portanto: 



N = ..§ 2 ,.. (total de cartas) 
q = ... 4 :.... (total de reis) 
x = ... 2 .... (sair 2 reis) 
n = ..ã..... (número de retiradas) 

4/_ 48! 

2/_2J_ ' 1/47/ 

62/ 

3/49/ 


72 _ 

5525 


39) Uma uma contém 3 bolas amarelas e 2 bolas brancas. Qual a probabilidade de sair bolas de cores diferentes 
em 2 retiradas sucessivas sem reposição? 

O evento “sair 2 bolas de cores diferentes” em 2 retiradas equivale ao evento “sair apenas 1 bola branca” 
em 2 retiradas sem reposição, pois isto significa sair 1 branca e 1 não branca. Portanto, basta calcular a 
probabilidade de sair 1 bola branca em 2 retiradas sem reposição. 

Assim: 



N= (total de bolas) 


q = 

(total de bolas brancas) 

X = / 

(sair 1 bola branca) 

n = 

(número de retiradas) 

2 • ■ 

3f 

i/2! 3 

5/ 

5 

2 / 3 ! 



49) Uma uma contém 5 fichas pretas e 7 fichas amarelas. Qual a probabilidade de sair 2 ou 3 fichas pretas 
em 4 retiradas sucessivas sem reposição? 

O evento E: “sair 2 ou 3 fichas pretas” em 4 retiradas sem reposição equivale à reunião dos eventos: 
A: “sair 2 fichas pretas” em 4 retiradas sem reposição 

B: “sair 3 fichas pretas” . em 4 retiradas sem reposição que são eventos mutuamente exclusivos e portanto 
p(E) = p(A U B) = p(A) + p(B) 
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a) Cálculo de p(A): 


\N-q 



b) Cálculo de p(B): 

N = (total de fichas) 

q = ^5 (total de fichas pretas) 

x = ...v?..... (sair 3 fichas pretas) 
n = 4 (número de retiradas) 


N = .42.... (total de fichas) 
q = (total de fichas pretas) 

x = . 2 ... (sair 2 fichas pretas) 
n = "4. (número de retiradas) 



~ HT " gg 
Mâi 


Você obteve p(A) = -rr e p(B) = - 55 - e portanto: 

44 14 ~ 42 + 44 s 56 

p(E) = p(AU B) = p(A) + p(B) = gg gg gg 


J4_ 

33 


59) Num conjunto de 4 valetes e 4 damas, qual a probabilidade de sair 3 valetes ou 4 damas em 6 retiradas 
sem reposição? 

O evento E: “AOC4, 3 'V&fofoú ócc 4 em 6 retiradas sem reposição equivale à reunião dos eventos: 

/MU4, â ” em ^ retiradas sem reposição. 

B:“ /XM, 4 da,* ^ ” em Ô retiradas sem reposição. 


Os eventos A e B são mutuamente exclusivos e portanto 
p(E) = p(AUB) = .Pi*!.!../?!?.! 


a) Cálculo de p(A): 



N = 8 

(total de 

COi/úA ) 

< q = .A... 

(total de 

zu£eÓ66 ) 

1 x= 3 

(sair 3 vetie-foS . ) 

n= 6 

(número 

de /ztáít&doA ) 

41 . 

4 / 


314! >3 

1 /// 

4 

81 


7 

6/2! 




b) Cálculo de p(B): 

N = jS_ ) 

q -4 {loto# dè ..dAmaí ) 
x = 4. VPíP P .dam&s ) 

n=ê 


p(B) = p(4) = 


[Al • (ti ) . 


4! 


AÍA 


4/or m± - 

S! 

612 ! 


6 . 

3 

14 
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3_ m 8 _j+_3_ 
/4. 74- 


±L 

M 


Você obteve p(A) = y e p(B) = e portanto: 
P (E) = p(A U B) = -p(A) +p(B) M -J- * 


69) Uma uma contém 5 fichas pretas e 7 fichas amarelas. Qual a probabilidade de sair pelo menos 1 ficha 
preta em 4 retiradas sucessivas sem reposição? 

0 evento E: sair pelo menos 1 ficha preta” em 4 retiradas sucessivas equivale à reunião dos eventos: 

A: “sair 1 ficha preta” em 4 retiradas sem reposição 

B: “sair 2 fichas pretas” em 4 retiradas sem reposição 

C: “sair 3 fichas pretas” em 4 retiradas sem reposição 

D: “sair 4 fichas pretas” em 4 retiradas sem reposição 

que são eventos mutuamente exclusivos e portanto: 

p(E) = p(A U B U C U D) = p(A) + p(B) + p(C) + p(D) 

O cálculo de p(E) fica mais fácil se usarmos o evento complementar Ê: “sair fichas não pretas” em 
4 retiradas sucessivas sem reposição, ou E: “sair zero fichas pretas” em 4 retiradas sem reposição. 
Então, temos: p(E) = 1 - p(É). 


N = ) 

q = ...â.... ) 

x = ) 

n = ...4..... ( ) 

v5/ 7/ 

Qfóf ' 4/3/ ^ 7 

tzf ' 99 

J.ML. 




a) Cálculo de p(E): 


p(x) = 


(1 Htt) 

C) 


onde 


P(E) = p(0) = 


m ca, 

ãL 


b) Cálculo de p(E): 

_ 7 

Você obteve p(E) = — ; então p(E) = 1 - p(E) = 


7 92 

3SL &L 


79) 


Numa sala com 6 rapazes e 4 moças, escolhendo-se ao acaso 3 pessoas para foimar uma comissão (sem 
reposição), qual a probabilidade de se ter pelo menos um rapaz nessa comissão? 


evento E: “escolher pelo menos um rapaz” 

evento Ê: “escolher pessoas não rapazes” ou 1: “escolher zero rapazes” 


Então, p(E) = 1 - 

a) Cálculo de p(E): 



($) • (tS) 

dl 


N = (Mbítâ.p&kmí.. ) 

q = .A.... ) 

n = .3. ( .ú^....4&..4mCS ! &í..... 

6/ 4f_ 

0/6f 3f*/ 

10! 

B/..7.1 


) 

) 


P(E) = p(0) = 


JL-.-L 

720 30 


b) Cálculo de p(E): 


/ 

30 


2g_ 

30 


p(e) = /- p(E) = / - 


89) Numa sala com 6 rapazes e 7 moças, escolhendo-se ao acaso 5 pessoas para formar uma comissão, qual 
a probabilidade de se ter pelo menos 2 rapazes nessa comissão? 


evento E: “escolher pelo menos 2 rapazes” 

evento E é a reunião dos eventos mutuamente exclusivos 

Então, p(Ê) = p(A U B) = .fi(±L±E(§l. e p(E) 
a) Cálculo de p(A): 


{ 


A: “escolher zero rapazes” 
B: “escolher 1 rapaz” 




q = ...6. ... ( /çKA.. âPflPgÇ?!. ) 
x = . 44 ^ 9 ^ 30 . ) 

é/ 7/ 

0/6/ ‘ 3/2/ 7 

13/ _ ' 429 

'õ/sT 


b) Cálculo de p(B): 

n = ...IA.. ( ) 

q = ..A.... ( ) 

x = ( 49/4...f..49/99p. ) 

n = . A... ( ) 


c) Cálculo de p(E): 

p(Ê) = p(AUB)= f>(A) + pf s J* 
Então p(E) = 1 - ..pMi. = /- 


=> P(B) = 

lítm. . 

ai. 


6/ 7/ 


1/3/ ' 4/3! 70 


13! " 429 

3/S/ 

70 _ 

77 

429 429 

_ 429-77 

. - -3£Z 

: 4.2.2. 

: .4.2.9...... 


99) Seja uma urna U com 5 bolas vermelhas, 3 bolas pretas e 4 bolas amarelas. Você verá 5 situaçõés diferentes 
para o cálculo de probabilidade: 

I - Calcule a probabilidade de se obter 1 bola vermelha na 1? retirada e 1 bola preta na 2* retirada 
sem reposição da 1? bola. 

evento E: “obter 1 bola vermelha na 1? retirada e 1 bola preta na 2? retirada” 
equivale à ocorrência simultânea dos eventos: 

A: “retirar 1 bola vermelha” 

B: “retirar 1 bola preta” 

que são eventos não independentes, pois a probabilidade da ocorrência de um deles depende da 
ocorrência ou não do outro e portanto: p(E) = p(AO B) = p(A) • p(B/A). 
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a) Cálculo de p(A): 

N = ) 

q = . 3 ..... ( ( 333 . 33 . . ) 

x = > 
n = 1 (14 retirada) 


P(A) = p(l) = 


rf) cm . * 
(Al. f. 


b) Cálculo de p(B/A): 

N = 1 1 (total de bolas depois da 1? retirada) 

q = ...A.. ( .4^3..3..33../^.3....) 

x = ... jL. ( A^^.3..33..33k .... ) 

n = 1 (24 retirada) 


P(B) = P(l) = 



c) Cálculo de p(E): 

p(E) = p(a n B) = p(A) •?(*/*)= -J2 4 ~fr a ~44 


II - Na mesma urna (5V, 3P, 4A), calcule a probabilidade de se obter uma das bolas vermelha e outra 
preta em 2 retiradas sucessivas sem reposição. 

0 evento E: “obter uma bola vermelha e uma bola preta” equivale à reunião dos eventos C e D onde: 

evento C: “obter uma bola vermelha na 1? retirada e uma bola preta na 24 retirada”, 
evento D: “obter uma bola preta na 14 retirada e uma bola vermelha na 24 retirada”. 

Os eventos C e D são eventos mutuamente exclusivos e portanto p(E) = p(C U D) = p(C) + p(D), 
onde p(C) e p(D) se calculam como no item anterior. 


Assim: 

5 

p(C) = p (vermelha O preta) = p (vermelha) • p (preta/vermelha) = ^ 

p(D) = p(preta n vermelha) = "P ( > ptâtO/J . p( pbCfà/J 

p ( cud ) = p(c)+p (°3 -44- ~ ~4r 


_5_ 

44 


III - Na mesma urna descrita (5V, 3P, 4 A), calcule a probabilidade de se obter 1 bola vermelha, 1 bola 
preta e 1 bola amarela nessa ordem em 3 retiradas sucessivas sem reposição. 

0 evento E: “retirar 1 bola vermelha, 1 bola preta e 1 bola amarela” nessa ordem, equivale à 
ocorrência simultânea dos eventos A, B e C onde: 
evento A: “retirar 1 bola vermelha” 
evento B: “retirar 1 bola preta” 
evento C: “retirar 1 bola amarela” 

Os eventos A, B e C são eventos não independentes e portanto 

p(E) = p(A n B O C) = p (vermelha) • p (preta/vermelha) • p (amarela/preta e vermelha) 


a) Cálculo de p (vermelha): 

N = ..iZ... ( ) 

q = 33.... ( 33$.. 777. ÈÉd.. ) 

x = . 3 ...... ( 37773377 . 33 ^.. 

n = 3.7...... ( 77.3..4^37777^4zk. ) 


p (vermelha) = p(l) = 



b) Cálculo de p (preta/vermelha): 

N = (total de bolas depois da 1? retirada) 

q = .3..... ( ) 

x = .3.73. {3337777.73737.3.77737............ > 

n = 33. ( ?.773373i.3777773.. 7 


p (preta/vermelha) = p(l) = 

m (iii . _i 

ai : ..." 


c) Cálculo de p (amarela/preta e vermelha): 

n = "/O", ( ) 

q = ...4..... ( .7733...73....7^^.3((?((37.37) 

x = 37..... ( <3777. . 7.333:. ) 

n = 37...... ( 33.33333. ) 


=> p(amarela/preta e vermelha) = p(l) = 



TO 


Portanto: 

p(E) = p (vermelha) • p (preta/vermelha) • p (amarela/preta e vermelha) = 


J-.J-.J-.-L 

Í2 // /O 22 


IV — Na mesma urna U (5V, 3P, 4A), calcule a probabilidade de se obter uma das bolas vermelha, outra 
preta e outra amarela em 3 retiradas sucessivas sem reposição. 

A probabilidade do evento E: “retirar 1 bola vermelha, 1 bola preta e 1 amarela” em qualquer ordem é 
p(E) = p(A) • ^ j 3 j j ^ = p(A) • 3! 

onde o evento A é “obter 1 bola vermelha, 1 bola preta e 1 bola amarela” nessa ordem, que é o 
problema do item III, obtendo p(A) = 3 . 

Logo, p(E) = p(A) • 3! = ^ = 


V - Considerando a mesma uma (5V, 3P, 4A), calcule a probabilidade de se retirar 1 bola vermelha e 
1 bola preta em 4 retiradas sucessivas sem reposição. 


O evento E: “retirar 1 bola vermelha e 1 bola preta” em qualquer ordem, em 4 retiradas, significa 
“retirar 1 bola vermelha, 1 bola preta e 2 bolas amarelas” em qualquer ordem. 


A probabilidade do evento E é p(E) = p(A) 
vermelha, 1 bola preta e 2 bolas amarelas” 



nessa ordem. 


onde o evento A é “obter 1 bola 
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0 evento A é equivalente à ocorrência simultânea dos eventos B, C e D onde: 

evento B: “ ” 

evento C: “ ” 

evento D: “ ” 

Os eventos B, C e D são eventos e portanto 

p(A) = p(B n C H D) = p (vermelha) • ) .p.Ç&Z&tM&fó./.... 

. ./p£ èkt. 


a) Cálculo de p (vermelha): 

n = êd&s.l. 

q = 

x = . . . . ÍI.4&Í4/. .... 

n = ... U24&J.. 


> p(vermelha) = 

. dl ciiíl 


ó_ 

12 


b) Cálculo de p (preta/ vermelha): 

N = J/.f.ádtâ.dê... .4^222..^.. 

q = 

x = 

n = lllLlf. J.. 


p (preta/vermelha) = p(\ *)- 



3_ 

71 


c) Cálculo de p (amarela/preta e vermelha): 

n = 10, (,ú?fa£ de da 

q = . .4M&1&&&ÍJ. 

x = ...2.C 0^0.. . dip2á.. . . çtTTiâ. lé.ãzô.j 

n = 


=> p (amarela/preta e vermelha) = 

Portanto, p(A) = p(B O C O D) = 



d) Cálculo de p(E): 

/ 4 \ -L- . 4L * -JL 

p(E) = p(A) • ( 1; 1>2 ) = J6 .//// £ / // 
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EXERCÍCIOS 


SEQÜÊNCIA A 

1) Uma uma contém 7 bolas pretas e 4 bolas brancas. Reti- 
rando-se 4 bolas, sem reposição, qual a probabilidade de 
que 3 sejam pretas? 

2) Uma uma contém 4 bolas vermelhas e 5 bolas azuis. Reti- 
rando-se 4 bolas, sem reposição, qual a probabilidade de 
que 2 sejam vermelhas? 

3) Numa classe de 10 rapazes e 5 moças sorteiam-se 3 alunos 
para formar uma comissão. Calcule a probabilidade de se ter: 

a) uma comissão só de rapazes. 

b) uma comissão de 2 rapazes e 1 moça. 

c) uma comissão de 1 rapaz e 2 moças. 

4) De um baralho de 52 cartas, retiram-se 4 cartas, sem 
reposição. Qual a probabilidade de se ter 3 ases? 

5) Seja um conjunto de cartas de 4 ases e 4 damas. Retirando-se 
3 cartas, sem reposição, qual a probabilidade de que todas 
sejam ases? 

6) Uma uma contém 5 bolas brancas, 3 vermelhas e 2 amarelas. 
Retirando-se 3 bolas, sem reposição, qual a probabilidade 
de que 2 delas sejam brancas? 

7) Num conjunto de cartas se tem 4 ases e 4 damas. Retirando-se 
5 cartas, sem reposição, qual a probabilidade de se ter 

2 damas ou 3 damas? 

8) Numa urna foram colocadas fichas com os números 1, 2, 
5, 6, 7, 10, 12 e 15. Retirando-se 3 fichas, sem reposição, 
qual a probabilidade de se ter um múltiplo de 3 ou 2 
divisores de 10? 

9) De 12 pessoas, 7 são favoráveis a um tema A e 5 são 
favoráveis a um tema B. Sorteando-se 4 pessoas, calcule a 
probabilidade de se ter: 

a) 2 pessoas favoráveis ao tema A. 

b) 3 pessoas favoráveis ao tema A e 1 pessoa favorável ao 
tema B. 

c) 2 pessoas favoráveis ao tema A ou 4 pessoas favoráveis 
ao tema B. 

10) Numa reunião com 4 rapazes e 8 moças, sorteando-se 3 
pessoas, qual a probabilidade de se ter pelo menos uma 
moça? 

11) Uma uma contém 4 bolas pretas e 5 bolas amarelas. Reti- 
rando-se 4 bolas, sem reposição, qual a probabilidade de 
se obter pelo menos 2 bolas amarelas? 

12) De um conjunto de 4 reis e 4 damas, retiram-se 3 cartas. 
Qual a probabilidade de se obter no máximo 1 rei? 

13) De um conjunto de 4 reis e 4 damas, retiram-se 3 cartas. 
Qual a probabilidade de se ter no máximo 2 damas? 

14) Uma uma contém 3 bolas brancas e 2 vermelhas. Retirando-se 

3 bolas, sem reposição, calcule a probabilidade de se ter: 

a) 3 bolas brancas. 

b) 2 bolas brancas e 1 vermelha. 

c) pelo menos 2 bolas brancas. 

d) no máximo 2 bolas vermelhas. 


15) De um conjunto de 4 damas, 4 reis e 4 valetes, retiram-se 

4 cartas, sem reposição. Calcule a probabilidade de que: 

a) as 4 cartas sejam reis. 

b) as duas primeiras sejam reis e as duas últimas sejam damas. 

c) duas delas sejam reis e duas sejam damas. 

d) duas delas sejam reis e apenas uma seja dama. 

16) Uma equipe é formada por 3 moças e 5 rapazes. Esco- 
lhendo-se ao acaso 3 elementos dessa equipe, calcule a 
probabilidade de que: 

a) os 3 sejam rapazes. 

b) apenas 1 deles seja rapaz. 

c) pelo menos 2 sejam moças. 

d) no máximo 2 sejam rapazes. 

e) o primeiro escolhido seja 1 rapaz e os outros 2 sejam 
moças. 

17) Numa uma há 4 bolas marcadas com os números 2, 3, 4 e 9. 
Retiram-se 2 bolas, sem reposição, e adicionam-se os números 
marcados nas bolas. Calcule a probabilidade desta soma ser 
um múltiplo de 3. 

18) Dois temas A e B devem ser votados por 5 membros 
escolhidos ao acaso de uma equipe de 12 elementos. Calcule 
a probabilidade do tema A ser escolhido, sabendo-se que 

5 são favoráveis ao tema A e os 7 restantes são favoráveis 
ao tema B. 

19) Uma uma contém 5 bolas brancas, 3 vermelhas e 2 amarelas. 
Retiram-se 3 bolas, sem reposição. Calcule a probabilidade 
de que: 

a) 2 delas sejam brancas. 

b) a 1? seja branca, a 2? seja vermelha e a 3? amarela. 

c) as 3 bolas sejam de cores diferentes. 

20) Num grupo de pessoas, 8 são argentinos, 4 são portugueses 
e 3 são japoneses. Escolhendo-se ao acaso 5 pessoas, calcule 
a probabilidade de que: 

a) todos sejam argentinos. 

b) apenas 2 sejam japoneses e 1 seja português. 

RESPOSTAS 

1) N = 11; n = 4; x = 3; q = 7 => p(3) = -ji 

2) N = 9; n = 4; x = 2; q = 4 => p(2) = 

3) a) N = 15; n = 3; x = 3; q = 10 => p(3) = |y 

b) N = 15; n = 3; x = 2; q = 10 => p(2) = |y 

c) N = 15; n = 3; x = 1; q = 10 => p(l) = 

4) N = 52; n = 4; x = 3; q = 4 => p(3) = 

5) N = 8; n = 3; x = 3; q = 4 =* p(3) =—L 

6) N = 10; n = 3; x = 2; q = 5 => p(2) = -jj 
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7) A: obter 2 damas: N = 8; n = 5; x = 2; q=4 => p(A) = y- 

B: obter 3 damas: N = 8; n = 5; x = 3; q = 4 => p(B) = y- 

8) A: obter 1 múltiplo de 3: 


í 


N = 8; n = 3; x = 1; q = 3 => p(A) = || 

B: obter 2 divisores de 10: 

N = 8; n = 3; x = 2; q = 4 => p(B) = ~ 

9) a) N = 12; n = 4; x = 2; q = 7 => p(2) = |y 

b) N = 12; n = 4; x = 3; q = 7 => p(3) = -|| 

c) A: ter 2 favoráveis ao tema A: 

N = 12; n = 4; x = 2; q = 7 =* p(A) = |y 
B: ter 4 favoráveis ao tema B: 

N = 12; n = 4; x = 4; q = 5 => p(B) = 


p(E) = P (A UB)=-|+-|=-| 


27 


p(E) = p(A U B) = jg 


10) E: ter 0 moças: 


1 


p(E) = p(AUB)= || 


N = 12; n = 3; x = 0; q = 8 => p(E) = -^ p(E) = 1 - p(E) = || 


55 


11) Ei : obter 0 amarela: 

N = 9; n = 4; x = 0; q = 5 =s- p(I,) = -jyr 
E 2 : obter 1 amarela: 

N = 9; n = 4; x = l; q = 5 => p(È 2 ) = |y 

12) A: obter 0 rei: 

N = 8; n = 3; x = 0; q = 4 => p(A) = -jj 
B: obter 1 rei: 

N = 8; n = 3; x = 1; q = 4 => p(B) = -| 

13) Ê: obter 3 damas: 

N = 8; n = 3; x = 3; q = 4 =s> p(Ê) = 

14) a) N = 5; n = 3; x = 3; q = 3 =* p(3) = 

b) N = 5; n = 3; x = 2; q = 3 => p(2) = -| 


55 


P (E) = p(E, UE,)^ 


p(E) = 1 - p(E) = || 


p(E) = p(A UB)= y 


P(E) = 1 - p(E) = || 


c) A: obter 2 brancas: 

N = 5; n = 3; x = 2; q = 3 
B: obter 3 brancas: 


P(A) = 5 


N = 5; n = 3; x = 3; q = 3 ^ p(B) = - 


p(E) = p(AUB)=^ 


d) E: obter 3 vermelhas: evento impossível pois existem apenas 2 bolas vermelhas => p(E) = 0 p(E) = 1 ■ 

15) a) N = 12; n = 4; x = 4; q = 4 =>• p(4) = 
b) A: obter 2 reis: 

N = 12; n = 2; x = 2; q = 4 => p(A) = -y- 
B: obter 2 damas: 

N = 10; n = 2; x = 2; q = 4 => p(B/A) = jç 


P (E) = p(A n B) = ^ 


c) pelo problema anterior, p(A) = y , p(B/A) = -yr =#■ p(E) = p(A) • p(B/A) • ^ 2^ ) 

d) A: obter uma dama: 


P(E)= 55 


N = 12; n = 1; x = 1; q = 4 => p(A) = -y 


B: obter 2 reis: 

N = 11; n = 
C: obter 1 valete: 


N = 11; n = 2; x = 2; q = 4 => p(B/A) = — 


P(E) = p(A) • p(B/A) • p(C/A, B) 


( l.tO 


P(E) = 1 


p(E) = 


16) a) N = 8; n = 3; x = 3; q = 5 
b) N = 8; n = 3; x = 1; q = 5 


p(3) = 
Pd) = 


_ 5 _ 

28 

11 

56 


c) A: escolher 2 moças: 

N = 8; n = 3; x = 2; q = 3 
B: escolher 3 moças: 

N = 8; n = 3; x = 3; q = 3 

d) E: escolher 3 rapazes: 

N = 8; n = 3; x = 3; q = 5 

e) A: escolher 1 rapaz: 

N = 8; n = 1; x = 1; q = 5 
B: escolher 2 moças: 

N - 7; n = 2; x = 2; q = 3 


p(A) = 


11 

56 


P(B) - -jg 


'N 

► p(E) = p(A U B) = y 


p(E) = ^ p(E) = 1 - p(E) = || 


P(A) = { 
p(B/A) = y 


' p(E) = p(AriB) = 


_5_ 

56 


17) A: obter o número 2: x 

N = 4; n = 1; x = 1; q - 1 =>• p(A) = y 
B: obter o número 4: > 

N = 3; n - 1; x = 1; q = 1 =» p(B/A) = y 
C: obter o número 3: x 

N = 4; n = 1; x = 1; q = 1 => p(C) = y 
D: obter o número 9: r 

N = 4; n = 1; x = 1; q=l =» p(D/C) = y 


p(Ej) = p(AflB) 



p(E 2 ) = p(Cn D) 



y e p(E) = p(E, U E 2 ) = j 


18) A: obter 5 favoráveis a A: . 

N = 12; n = 5; x = 5; q = 5 => p(A) - 
B: obter 4 favoráveis a A: 

N = 12; n = 5; x = 4; q = 5 => p(B) = y^y ► 
C: obter 3 favoráveis a A: 

N = 12; n = 5; x = 3; q = 5 => p(C) = 


p(E) = p(AUBUC) 


P(E) 


41 

132 


19) a) N = 10; n = 3; x = 2; q = 5 => p(2) = -jy 
b) A: obter 1 branca: 

N = 10; n = 1; x = 1; q = 5 => p(A) = y- 


B: obter 1 vermelha: 

N = 9; n = 1; x = 1; q = 3 
C: obter 1 amarela: 


p(B/A) = y 


> p(E) = p(A) • p(B/A) • p(C/A, B) = yj 


N = 8; n = 1; x = 1; q = 2 => p(C/A, B) = — 

c) pelo problema anterior, p(A) = p(B/A) - y; p(C/A, B) = je portanto p(E) = p(A) *p(B/A) -p(C/A,B) 



20) a) N = 15; n = 5; x = 5; q = 8 => p(5) = 
b) A: obter 2 japoneses: 

N = 15; n = 2; x = 2; q = 3 => p(A) = ^ 

B: obter 1 português: 

N = 13; n = 1; x = 1; q = 4 =► p(B/A) = -y ► 
C: obter 2 argentinos: 

N = 12; n = 2; x = 2; q = 8 => p(C/A, B) = yy 


p(E) = p(A) • p(B/A) • p(C/A, B)- 



16 
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Cálculo da Probabilidade de um Evento 
(Experimentos com Reposição) 



adquira técnicas no cálculo de probabilidades de experimentos com reposição. 


105. Estudaremos agora o 2? caso do cálculo de probabilidade: o evento pode ou não ser desdobrado em dois ou 
mais eventos independentes (problemas com reposição). 

Seja um conjunto A com N elementos, um experimento aleatório repetido n vezes nas mesmas condições e q o 
número de elementos de A com uma mesma característica. 

A probabilidade de que ocorra x vezes (x < n) um evento elementar B cujo elemento tem essa mesma carac- 
terística é dada por: 




1 - 


N 


pois 


(*r 

nr 

(KO-r 

(Kr-Kr 


é a probabilidade do evento elementar B ocorrer x vezes. 

é a probabilidade do evento complementar B ocorrer (n - x) vezes. 

é a probabilidade da ocorrência de B e B em n experimentos numa certa ordem. 

é a probabilidade da ocorrência de B e B em n experimentos em todas as ordens 

possíveis. 


Exemplos: 

1?) Lançando-se um dado 5 vezes, a probabilidade de sair a face 2 quatro vezes é dada por: 


p<x) - (KH 1 ■£)” x onde 


N = 6 (total de faces de um dado) 
q = 1 (total de face 2) 
x = 4 (sair 4 vezes a face 2) 
n = 5 (número de lançamentos) 


portanto: P(«> - (}){ j-)* • (' 4)’* ' 4HT ‘(ÍHI)' ' 


25 

7776 
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2?) Uma urna contém 10 bolas, sendo 4 vermelhas e 6 brancas. A probabilidade de sair 3 bolas vermelhas 
em 5 retiradas com reposição é dada por: 


P(x) = 



>-» 


portanto: p(3) = 


onde < 


N = 10 (total de bolas) 
q = 4 (total de bolas vermelhas) 

x = 3 (sair 3 vezes 1 bola vermelha) 

n = 5 (número de retiradas) 




i' 3 

3! 2! I 5 


5! 


3' 2 
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106. Aplicação: 

Complete e calcule: 

1?) Uma urna tem 3 bolas brancas e 5 bolas azuis. Qual a probabilidade de sair 3 bolas azuis em 4 retiradas 
sucessivas, com reposição? 


p(x) = 


P(3) = 


. 3 . 


aH-r* 


onde 


N = m (total de bolas) 
q = (total de bolas azuis) 

x = ...5.. (sair 3 vezes 1 bola azul) 
n = .Á... (número de retiradas) 


st 




4.3 


4L . (S_f . /à)í 
U..Í.L ÍÂ.L {A.l f.0.24... 


2?) Lançando-se uma moeda 6 vezes, qual é a probabilidade de sair 5 vezes a face cara? 




onde < 


N = mm 2. (total de faces de 1 moeda) 
q = (total de caras de 1 moeda) 

x = ..'5. (sair 5 vezes cara) 
n = ..ê. (número de lançamentos) 


’*>-(* )■($'■('- W-stír 







32 


3?) Lançando-se um dado 5 vezes, qual é a probabilidade de sair 3 vezes um número ímpar ou múltiplo de 4? 

N = 6 (total de faces de um dado) 


p(x) 


■* 


<v 


onde 




q = jf (total de faces ímpares ou múl- 
tiplo de 4) 

x = .. 3 .. (sair 3 vezes um número ímpar 
ou múltiplo de 4) 

n = ..4?. (número de lançamentos) 


p(3) = \ãL.,243. 

4?) Lançando-se um dado 6 vezes, qual é a probabilidade de sair 5 vezes um número par e divisor de 4? 

r N = % (total de faces de . ) 


pw ■ 


onde * 


q = ..2. (total de faces pares e divisores 

de . 4 ... ) 

x = .4?. (sair 5 vezes um número 

) 

n = .6. (número de 

* ) 
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P(5) = 


4 

243 


/é ) Í2 f A 2 6/ <* // ) 5 /f )' 

(s){—)- ( f - &) ~5!77'(TJ\T)‘ 


5?) Lançando-se um dado 4 vezes qual a probabilidade de sair duas ou três vezes o número cinco? 

O evento E: “sair 2 ou 3 vezes o número 5” em 4 lançamentos equivale à reunião dos eventos: 

A: “sair 2 vezes o número 5” em 4 lançamentos 

B: “sair 3 vezes o número 5” em 4 lançamentos 


que são eventos mutuamente exclusivos e portanto: 
P(E) = p(A U B) = p(A) + p(B) 

• Cálculo de p(A): 



p(A) = p (2) = 



(total 

i<&u3c f 

(total 

(sair 2 vezes a face 5) 
(número de lançamentos) 


) 


• Cálculo de p(B): 

N = . 6 . (total de ) ' 

q = (total de ) 

x = À. (sair ) 

n = (número de ) 



25 5 

Você obteve p(A) =“ 215 " e P(B) = 324 e P° rt anto: 

p(E) = p(aub)= + Sk 


6 ?) Lançando-se uma moeda 5 vezes, qual a probabilidade de sair a face cara pelo menos 1 vez? 

evento E: “sair a face cara pelo menos 1 vez” 
evento E: “sair a face cara zero vezes” 


• Cálculo de p(E): 


p(x) = 


4 


f 

1- J onde 


N = 

q = 


X = 

n = 


p(E) = p(0)= i 1 - 


2. ( 2dta^jde 92.. Í32299 1 J 
1 ( 

. 9 ... ( 229 .. $ 99 .. 9 . $ 922 . 29 .^ ) 

S ( dt $2.222322.92?) 




2 / 


32 


j_ _ 3j 
32 32 


• Cálculo de p(E): 
p(E) = 1 - p(É) = 


7?) Lançando-se uma moeda 5 vezes, qual a probabilidade de sair cara pelo menos 2 vezes? 

evento E: “sair a face cara pelo menos 2 vezes” 

evento E: “sair a face cara zero vezes ou uma vez”, que é equivalente à reunião dos eventos A: “sair 

a face cara zero vezes” e B: “sair a face cara uma vez” que são eventos mutuamente exclusivos 

e portanto: 

p(Ê) = p(A U B) = e p (E) = 1 - 

o Cálculo de p(A): 


q = 1 ( úrfaô de JâMi cata de, 

coa) 


/ moCt 

x = .9... i 

n = .9... ( /fo /p?iç07rU ríócrí ) 

• Cálculo de p (B): 

n = . 2 . 

q = J... 

1 7710640, ) 

x = ( 4$#:. L p JP2?. 1?P. (pj 

n = Õ ( ) 




P(A) = 


ío)( / 


-t) 


5-0 


Õl (J_f/ 1 )3 1 

016/ (2/(2/ ’ 32 

(?m 

-f f- - 

5/ 

1/4 f 

r 2 Nír-í2 


Cálculo de p(E): 
p(Ê) = p(AUB) = 


pM + p( 6 )* 


32 




e portanto: p(E) = 1 - p(E) = 


/ - 


/6 


_5_ 

32 

13 

16 


3 

16 


EXERCÍCIOS 
SEQUÊNCIA A 

1) Uma urna contém 3 bolas vermeDias, 2 bolas brancas e 
5 amarelas. Retiram-se 3 bolas, com reposição. Calcule a 
probabilidade de: 

a) se obter 2 bolas vermelhas. 

b) se obter 1 bola branca. 

c) se obter 3 bolas amarelas. 

2) Uma urna contém 3 bolas brancas e 2 vermelhas. Retiram-se 
3 bolas, com reposição. Calcule a probabilidade de: 

a) se obter 3 bolas brancas. 

b) se obter 2 ou 3 bolas brancas. 

3) Um lote é formado de 3 artigos bons e 2 com defeitos. 
Escolhem-se ao acaso 2 artigos, com reposição. Calcule a 
probabilidade de: 


a) se obter 2 artigos bons. 

b) se obter 2 artigos defeituosos. 

c) se obter apenas 1 artigo bom. 

4) Uma caixa contém 6 bolas brancas e 4 azuis. Retiram-se 
4 bolas, com reposição. Calcule a probabilidade de: 

a) se obter apenas 2 bolas brancas. 

b) se obter apenas 1 bola azul. 

c) se obter as 4 bolas da mesma cor. 

5) Um lote é formado de 3 artigos bons, 5 artigos com defeitos 
menores e 2 artigos com defeitos graves. Escolhem-se ao 
acaso 3 artigos, com reposição. Calcule a probabilidade de: 

a) se obter 2 artigos bons. 

b) se obter 3 artigos com defeitos menores. 

c) se obter 1 artigo com defeito. 

d) se obter 1 artigo sem defeito. 

e) se obter nenhum deles com defeito. 

f) se obter pelo menos 1 sem defeito. 

g) se obter no máximo 2 com defeito. 
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6 ) Considere um conjunto de cartas com 4 ases e 2 damas. Retiram-se 4 cartas, com reposição. Calcule a probabilidade de: 

a) se obter 2 ases. 

b) se obter pelo menos 1 dama. 

c) se obter 2 ases ou 1 dama. 

d) se obter no máximo 1 ás. 


RESPOSTAS 


1) a) N = 10; n = 3; x = 2; q = 3 

b) N = 10; n = 3; x = 1 ; q = 2 

c) N = 10; n = 3; x = 3; q = 5 ■ 

2) a) N = 5;n = 3;x=3;q=3 ; 
b) A: obter 2 bolas brancas: 

N = 5;n=3;x = 2;q=3 * 

B: obter 3 bolas brancas: 

N = 5;n=3;x=3;q = 3 : 
» 

3) a) N = 5; n = 2; x = 2; q = 3 = 

b) N = 5; n = 2; x = 2; q = 2 : 

c) N = 5;n=2;x=l;q=3 = 

4) a) N = 10; n = 4;x = 2;q = 6 = 

b) N = 10; n = 4; x = 1 ; q = 4 = 

c) A: obter 4 brancas: 

N = 10; n = 4;x = 4;q = 6 = 
B: obter 4 azuis: 

N = 10; n = 4; x = 4; q = 4 = 

5) a) N = 10; n = 3; x = 2; q = 3 = 

b) N = 10; n = 3; x = 3; q = 5 = 

c) N = 10; n = 3; x = 1; q = 7 = 

d) N = 10; n = 3; x = 1; q = 3 = 

e) N = 10; n = 3; x = 0; q = 7 = 

f) E: obter zero sem defeito: 

N = 10; n = 3; x = 0; q = 3 = 

g) E: obter 3 com defeito: 

N = 10; n = 3; x = 3; q = 7 = 


P(2) = 

P(D = 


189 

1000 

48 

125 


p(3)=! 

27 

P(3)= 125 


P (A) = 


54 

125 


27 

P(B)= I25 


P(2) = 25 


-P(2)=25 

_ / 1 \ 12 
- P (1) = * 25 " 

216 

P (2) ‘ 625 


P(D = 

P (A) = 

P (B) = 
P (2) = - 


216 

625 


81 

625 

16 

625 

189 


1000 


p (3)~ 


P (D = 
P(D = 
P(0) = 


189 

1000 

441 

1000 

27 

1000 


P (E) = p (A U B) 

■■ m 


p(E) = p(AUB) 
97 

" P (E > = 625 


- 343 =r 657 

P(E) 1000 e p(E ) - 1 -P(E) - 1000 


P(E)= lS ep(E)=l-p(E )=- 657 


1000 
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6) a) N = 6; n = 4; x = 2; q = 4 

b) E: obter zero damas: 

N = 6;n = 4;x = 0;q=2 

c) A: obter 2 ases: 

N = 6;n = 4;x=2;q = 4 
B: obter 1 dama: 

N = 6;n = 4;x=l;q = 2 

d) A: obter zero ases: 

N = 6;n = 4;x = 0;q = 4 
B: obter 1 âs: 

N = 6; n = 4; x = l;q = 4 


P (2) =27 


p(E) = |y e p (E) = 1 - p (E) = |y 


P ( A > = 27 


P (B) = 


32 

81 


P (A) = ffl 


P< B) = 81 


p (E) = p (A U B) 

• ™ 56 

" P (E >=8f 


P (E) = p (A U B) 
••• P(E)=| 
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Proposiçoes Primitivas 
Determinação de Planos 



a) se familiarize com os postulados . 

b) reconheça e aplique os postulados. 

c) saiba reconhecer quando um piano está determinado . 


No desenvolvimento da Geometria neste volume, além de admitirmos noções primitivas e proposições primitivas, 
daremos uma seqüência lógica de proposições fundamentais sem nos atermos às suas demonstrações, mas sim às suas 
aplicações visando o encaminhamento do raciocínio lógico das demonstrações dessas aplicações. 


NOÇÕES PRIMITIVAS 

107. São noções primitivas as noções de ponto, reta e plano. 

Indicaremos: os pontos por letra latinas maiusculas A, B, C, ... 

as retas por letras latinas minúsculas a, b, c, ... 
os planos por letras gregas minúsculas a, 0, 7 , ... 

Representaremos graficamente: 

o ponto por 

a reta por ou < 

o plano por 



PROPOSIÇÕES PRIMITIVAS OU POSTULADOS OU AXIOMAS 

108. Postulados da existência: 
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P-l: Existe ponto, existe reta e existe plano. 

P-2: Numa reta, bem como fora dela, existem infinitos pontos. 
P-3: Num plano, bem como fora dele, existem infinitos pontos. 



109. Postulados da determinação: 

P-4: Se dois pontos são distintos, então existe uma única reta à qual eles pertencem. 

P— 5 : Se três pontos não pertencem a uma mesma reta (não alinhados), então existe um único plano ao qual 
eles pertencem. 


110. Postulados da inclusão: 

P-6: Se uma reta tem dois pontos distintos num plano, então ela está contida nesse plano. 


111. Postulados da separação: 

19) da reta: 

P-7: Um ponto P de uma reta r divide-a em dois conjuntos (semi-retas de origem P) rj e r 2 tais que: 
r i ( "'r 2 = {P}, r I Ur 2 = r e A Gr,, A^Pl = 

B G r 2 , B # P J ~~ 


P está entre A e B. 



29) do plano: 


P-8: Uma reta r de um plano a divide-o em dois conjuntos convexos aq e a 2 (semiplanos de origem r) 
tais que: 


c*i n a 2 = r, oq u a 2 = a 


e 


AGa,, A^r'! 
BGa 2; B^r J 


3 P I AB O r = {P}. 



Observação: Região convexa é um conjunto de pontos tal que quaisquer que sejam seus pontos Ae B 
distintos, o segmento AB está contido nessa região. 

39) do espaço : 

Espaço é o conjunto de todos os pontos. 

P-9: Um plano a do espaço E divide-o em dois conjuntos convexos Ej e E 2 (semi-espaço de origem a) 


tais que: 
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112. Postulado de Euclides: 

P-10:Por um ponto não pertencente a uma reta existe uma única reta paralela à reta dada. 

Observações: 

1?) Duas retas res são paralelas se e somente se são coplanares (estão num mesmo plano) e não têm 
ponto comum. 



2?) Duas retas res são reversas se e somente se não são coplanares e não têm ponto comum». 



113. Aplicação: 


1?) Assinale 

a. 

(X) 

b. 

( ) 

c. 

(X) 

d. 

(X) 

e. 

( ) 

f. 

( ) 

g- 

( ) 

h. 

( ) 

i. 

(X) 

j- 

(X) 

1 . 

(X) 

m. 

(X) 

n. 

(X) 

o. 

( ) 

P- 

(X) 

q- 

( ) 

r. 

( ) 

s. 

(X) 


as afirmações corretas, de acordo com os postulados dados: 

Numa reta existem infinitos pontos. 

Fora de uma reta existe um único ponto. 

Fora de uma reta existem infinitos pontos. 

Dois pontos distintos determinam uma única reta. 

Dois pontos distintos determinam infinitas retas. 

Um ponto determina uma única reta. 

Dois pontos distintos determinam um único plano. 

Três pontos distintos determinam um único plano. 

Três pontos distintos não colineares determinam um único plano. 

Se dois pontos distintos de uma reta pertencem a um plano, então a reta está contida no plano. 
Um plano tem infinitos pontos. 

Todo plano a divide o espaço em dois semi-espaços de origem a. 

Um plano tem infinitas retas e o espaço tem infinitos planos. 

Por um ponto P, não pertencente a uma reta r, existem duas retas distintas paralelas a r. 

Por um ponto P, não pertencente a uma reta r, existe uma única reta paralela à reta r. 

Se duas retas não coplanares res não têm ponto em comum, então elas são paralelas. 

Se duas retas coplanares res não têm ponto em comum, então elas são reversas. 

Se duas retas res não têm ponto em comum, então elas são paralelas se estiverem contidas num 
mesmo plano ou reversas se não estiverem contidas num mesmo plano. 
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2?) Determinação de um plano. 

Complete, justificando as afirmações: 

a) Uma reta r e um ponto P não pertencente a r determinam um plano que os contém. 

Devemos mostrar a existência e a unicidade do plano formado por re P^r. 

Assim: 

I - Construção da figura em etapas: 





II — Podamos tomar os pontos A e B tais que A =£ B, AEr, BEr, pelo postulado P-2, que diz: 

Aeáz j jtoia defaj, 3-3^3.. 

III — Existe um plano a determinado pelos pontos P^r, A6r e B E r, pelo postulado P-5,que diz: 

72 3 £/ .../3. i 4 € : / 3 e . , 3(.. 

IV — Existência: o plano a formado pelos três pontos P, A e B é também formado pela reta r e o ponto 

P, pois rCa, pelo postulado P-6, que diz: 

V — Unicidade: o plano a formado pela reta r e o ponto P é o plano formado pelos pontos A, B e P 

não colineares, que pelo P-5 é único. 


b) Duas retas concorrentes r e s determinam um plano que as contém. 

I — Construção da figura em etapas: 



II — Seja r O s = {P} e tomemos A^f AG^eB^P,Be.^, o que é possível pelo postulado 
P-2, que diz : .4^/ ^3 

III — Existe um plano a determinado pelos pontos P, A e B, pelo postulado P-5, que diz: 

pontos nó# ncAteAcem /Z rmima 33 ^ 4.33?.. 

'jò&txir 

IV — Existência: o plano a formado pelos três pontos R, A e B é também formado pelas retas res, 

pois rCa e s Ca, pelo postulado P-6, que diz: 3 :^.. 

V — Unicidade: o plano formado pelas retas r e s é o plano formado pelos pontos % & %m e & n% e 
pelo postulado P-.^. este plano é . 
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c) Duas retas paralelas r e s determinam um plano que as contém. 

I - Existência: o plano formado por duas retas paralelas sempre existe pela própria definição de retas 
paralelas, que diz: 

. . . í*. . . . ^<7??. . 

II — Unicidade: esse plano é único, pois podemos considerá-lo como o plano formado por uma reta e 
um ponto da outra reta. 


114. Resumo: 

As afirmações sobre a determinação de planos são: 

P-5: Três pontos não pertencentes a uma mesma reta determinam um plano ao qual eles pertencem. 
T-l: Uma reta e um ponto não pertencente a ela determinam um plano que os contém. 

T-2: Duas retas concorrentes determinam um plano que as contém. 


EXERCÍCIOS 
SEQUÊNCIA A 


1) Mostre que: 


2) Mostre que se três retas são concorrentes duas a duas e 
não passam por um mesmo ponto, então elas estão contidas 
num mesmo plano. 

3) Sejam duas retas paralelas e uma terceira reta que as inter- 
cepta. Mostre que elas são coplanares. 


a) num plano existem infinitas retas. 

b) no espaço existem infinitas retas. 

c) no espaço existem infinitos planos. 


4) Seja um quadrilátero qualquer no espaço. Mostre que se as 
retas que contêm dois de seus lados opostos são concorrentes, 
então o quadrilátero está contido num plano. 
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Posições Relativas de Retas e Planos 
Interseção de Planos 



a) conheça as posições relativas entre retas e pianos . 

b) conheça algumas proposições fundamentais sobre interseção 
de pianos . 

c) saiba aplicar essas proposições para verificar outras afirmações. 

d) transfira conhecimentos e perceba uma seqüência lógica no 
desenvolvimento do conteúdo. 


POSIÇÕES RELATIVAS DE UMA RETA E UM PLANO 


115. Reta contida em um plano: 

Se a reta e o plano têm dois pontos comuns, 
então a reta está contida no plano (P - 6), ou seja, 
todos os pontos da reta pertencem ao plano. 


rfia = r 


116. Reta concorrente com o plano: 

Se a reta e o plano têm apenas um ponto comum, 
então a reta é concorrente com o plano (“fura” o plano). 



r n o. = (P) O ponto P é chamado traço da reta no plano. 



117. Reta paralela ao plano: 

Se a reta e o plano não têm ponto comum, então 
a reta é paralela ao plano. 


r 




Y n a = 0 
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POSIÇÕES RELATIVAS DE DOIS PLANOS 


118. Planos coincidentes ou iguais: 

Se os planos a e p têm três pontos comuns, não 
colineares, então a e p são iguais. 


119. Planos secantes ou concorrentes: 

Se os planos a e p têm apenas uma reta r em 
comum, então eles são secantes. 


b. 


0 = <* = P 





a O p = r A reta r é chamada interseção de a e p. 




120. Planos paralelos: 

Se os planos a c p não têm ponto comum, então 
eles são paralelos. 



121. Valem as seguintes afirmações: 

1^) T-4: Se dois planos são distintos e têm um ponto comum, então a interseção dos planos é uma única 
reta que passa por esse ponto. 




a P, P E a e P E |J => aDp = r e PGr 

24) T-5: Se três planos são distintos e dois a dois secantes segundo três retas distintas, então ou essas três 
retas são concorrentes num único ponto ou elas são paralelas duas a duas. 
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122. Aplicações: 

19) Assinale as afirmações corretas: 

a. ( ) Se a reta r e o plano a são concorrentes, então eles têm dois pontos em comum. 

b. (X) Se a reta r e o plano a são concorrentes, então eles têm apenas um ponto em comum. 

c. (X) A=£B; A G r e AG a; BEr e BGa =► rCa 

d. ( )A^B; AGr.e AG a; BEr e B^a => rCa 

e. (X) VA, AGr e A^a => iC\a = 0 

f. (X) Se os planos a e 0 têm em comum uma reta r e um ponto P^r, então a e 0 são iguais. 

g. (X) r=£s; rCa e r C 0; sCa e s C 0 => a = 0 

h. ( ) Se os planos a e 0 têm apenas uma reta em comum, então eles são iguais. 

i. (X) Se os planos a e 0 têm apenas uma reta em comum, então eles são secantes. 

j. (X) aH0 = 0 <=> a//0 

l. (X) a ± 0, PGa e PG0 3 r |aO0 = r e PGr 

m. ( )a*0, PGa e PG0 => afi^ = {P} 

n. (X) Se dois planos são secantes, a interseção é sempre uma reta. 

o. (X) r//s e t^s => r//t 

p. ( ) r//s e t//s =► rOt = {P} 

29) Mostre que são verdadeiras as proposições: 

a) Se dois planos a e 0 são secantes e uma 
reta r contida no plano a é concorrente 
com o plano 0 num ponto P, então o 
ponto P pertence à interseção de a e 0. 



dados: 

a e 0 secantes 
rCa e r H0 = {P} 


mostrar que 


fim: 

PGa n 0 


Conseqüência dos dados: rCa e PGr => PG 

r n 0 = {P} => p 0 

o. n 0 = i 


Para mostrar que P pertence à interseção dos dois planos, basta mostrar que a interseção passa por P. 
Então: a O0 = i ^ 

p g ot l T-4 , a interseção de a e 0 é uma áérfz que contém o ponto • 

P e'X J 

Logo, a reta rCa “fura” o plano 0 na interseção de a e 0, ou seja, P pertence à interseção de a e 0. 
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b) Se dois planos a e 0 são secantes e contêm 
respectivamente as retas r e s paralelas 
entre si, então cada uma delas é paralela 
à interseção dos planos a e p. 





dados: 

GL n p SãO 

r c x mostrar que 

sC /3 

r Jl .7 

Conseqüência dos dados: 

a e 0 secantes => a D 0 = í> 

T-3 

r^s ■ 3 plano 7 Ir „~n.. 7 e s 7 

Então: 
aop = i 


fim: 

r à aDf) 

s à a n (3 


rCa e rC 7 => a 07 = ^ 
sC/3 e s C 7 => /}r>7= / 6 . 


T-5 


-n.m.M. ou r //s, s //i, i//r 


r D s n i = {P} contradiz os dados, pois r^s. Portanto as retas r, s e i são 

. ' 

Logo, r //i e s//i. 

c) Se dois planos a e p são secantes, r é uma 
reta contida no plano a paralela à inter- 
seção ideae0eM^ié um ponto do 
plano 0 , então, a interseção do plano 
formado pela reta r e o ponto M com 
o plano p é uma reta paralela a r. 



dados: 

o. c P são /íy€C&7l 
r .// a n p 
M 0 e M i 

Conseqüência dos dados: 

a n p = ò 

r // i 

M & p [ T-4 

M Çz pl( r , M) 


mostrar que 


fim: 


pl(r, M) n pé uma reta paralela à r. 


a interseção do plano 0 com o pl(r, M) é uma reta s tal que E 3 


Devemos mostrar que essa reta s é paralela a r. 
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Então: 


T-5 


rnsm-M.. OU s //.i, i.//. 


a n p = ^ 
aHpl(r, M) = ^ 

P O pl(r, M) = 

rOsfli = { pj contradiz os dados, pois r //\. Portanto as retas r, s e i são 

• ' 

Logo, s // r. 




EXERCÍCIOS 
SEQÜÊNCIA A 

1) Seja um triângulo ABC e M, N e P os pontos em que os 
prolongamentos dos lados dos triângulos furam o plano ol 
Mostre que M, N e P são co lineares. 


A 



2) Sejam dois planos secantes (* e j3 (a H j3 = i), r Cae P o 
ponto em que r fura P e seja 7 o plano determinado pela 
reta r e um ponto M Ej3e M Mostre que Of 0/307 = {P}. 



3) Dado um quadrilátero reverso ABCD (quadrilátero cujos 
vértices não estão num mesmo plano), e M o ponto médio 
de ÃB, N o ponto médio de ÃC, X o ponto médio de BD 
e R o ponto médio de CD, mostre que MNXR é um paralelo- 
gramo. 



4) Dado um quadrilátero reverso ABCD, e M o ponto médio 
de AB, N o ponto médio de AC e 7 o plano determinado 
por M, N e D, mostre que a interseção de p com 7 é 
paralela a MN. 
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Paralelismo 



a) conheça as proposições fundamentais do paralelismo de retas 
e planos e do paralelismo de planos. 

b) saiba aplicar as proposições fundamentais para demonstrar 
outras proposições. 

c) relacione os conhecimentos já adquiridos com os novos 
conhecimentos. 

d) faça transferência de conhecimentos. 


PARALELISMO ENTRE RETAS E PLANOS 


123. Valem as seguintes afirmações: 

1?) Se uma reta é paralela a um plano, então existe uma reta nesse plano paralela à primeira reta. 
r ta => 3sCa Is^r 

2?) Se uma reta não contida em um plano é paralela a uma reta desse plano, então a reta é paralela ao plano, 
r^s, r$/aesCa=>r^a 

3?) Podemos reunir as duas proposições anteriores com o seguinte enunciado: 

T-7: Uma condição necessária e suficiente para que uma reta não contida num plano seja paralela ao plano 
é que ela seja paralela a uma reta do plano. 

r II a <=> r a e 3 sCa|r//s 

Observação: condição necessária: r II a =» r (ZÍ a e 3 s C a I r ^ s 

condição suficiente: r <£cx e 3 s C a I r s => i // c i 

4?) T-8: Se uma reta e um plano têm um ponto comum e são ambos paralelos a uma mesma reta, então a 

primeira reta está contida no plano. 


Per e PEa 

r // s e a // s 


r Ca 
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124. Aplicação: 

1?) Assinale as afirmações corretas: 

a. ( X) $ e duas retas r e s são paralelas e se a é um plano paralelo a r que contém um ponto de s, então a 

contém s. 

b. ( ) r^a => 3s, sCa |rHs = {P} 

c. ( X) r U a => Vs, sCa, rHs=0 

d. ( X r H a =► 3s, s C a | r // s 

e. ( X) Se uma reta é paralela a um plano, então existe urna reta do plano que é paralela à primeira reta. 

f. ( ) Se r e s são duas retas paralelas e um plano a contém r e não contém s então s é concorrente com a. 

g. ( x) Se r e s são duas retas paralelas e um plano a contém r e não contém s, então s é paralela a a. 

h. ( X) r H s, s // a 

PCr ePGa 

i- ( ) 


r C a 


r^s, s^a 1 
per e P6a J 


■ </.a 


j. ( ) Por um ponto fora de um plano existe uma única reta paralela ao plano. 
1. ( X P° r um ponto fora de um plano existem infinitas paralelas ao plano. 


2?) Mostre que são verdadeiras as afirmações: 

a) Se dois planos são secantes e uma reta 
de um deles é paralela ao outro plano, 
então essa reta é paralela à interseção 
desses planos. 



dados: fim: 

a e P secantes, a O p = i mostrar aue /O H C 

r C a e r // 3 

Conseqüência dos dados: 

a n P = i => i .ÇT a e i CZ p 
r II P => r n = 0 ' 

rCa =>rOa = 

Para mostrar que r // i, basta mostrar que r e i estão contidas num mesmo plano e não têm ponto 
comum. 

De fato: 

rC “ ) =» r e i são retas ^ ^ 

iCa J ou r JJ i 

Vejamos qual das duas alternativas r O i = {P} ou r H i é verdadeira. 

Assim: 

r n i = {P} 1 P6i,P€reP => r n p = £P} , o que contradiz os dados, pois r .// 3. 
[ c p I Logo a 2? alternativa é verdadeira, isto é, r .//i. 


b) Se uma reta é paralela a dois planos secantes, então ela é paralela à interseção desses planos. 




dados: 

a e 0 secantes, a H/J = i mostrar que 
r e r // 0 

Conseqüência dos dados: 

T“7 _ 

r / a = » 3s, sCa|s/r 

r//0 3 t, 

Temos então: 


fim: 
r // i 


s/Q T-6 
t/r J 



37 IsC 7 


e 


t £3. 7 


a O 0 = 
a n 7 = 

P Dy = í 


T-5 


iOsnt ■ ÍSL OU i s, i// t e s// 1 


Vejamos qual das duas alternativas é a verdadeira: 

iOsOt ={P} é falso pois s ((„ t; logo a alternativa verdadeira éi^s, i/t e s/t 
Como: i // s ^ 


y/r 


T-6 


r//i 


125. Resumo: 

No paralelismo entre reta e plano, valem as seguintes afirmações: 

1?) T-7: Uma condição necessária e suficiente para que uma reta não contida num plano seja paralela ao plano 

é que ela seja paralela a uma reta do plano. 

r // a <=> t <£ a. e 3sCa|r^s 

2?) T-8: Se uma reta e um plano têm um ponto comum e são ambos paralelos a uma mesma reta, então a 

primeira reta está contida no plano. 

PGr e PGa 1 

} => rCa 
r//sea//s J 

3?) T-9: Se dois planos são secantes e uma reta de um deles é paralela ao outro plano, então essa reta é paralela 

à interseção desses planos. 

an/J=i, rCa e i // p => r II i 
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4?) T-10: Se uma reta é paralela a dois planos secantes, então ela é paralela à interseção desses planos, 
a H 0 = i, \ U a e r // 0 » r // i 

PARALELISMO ENTRE PLANOS 

126. Vale a seguinte proposição fundamental: 

T-ll: Uma condição necessária e suficiente para que dois planos distintos sejam paralelos é que um deles 
contenha duas retas concorrentes que sejam paralelas ao outro plano. 

al/l 3 <=> 3 rCa > 3 sCa > r Ds = {P} \r//P e sl/fi 

X 


127. Aplicações: 


1?) Assinale 

a. 

(X) 

b. 

( ) 

c. 

(X) 

d. 

(X) 

e. 

( ) 

f. 

(X) 

g- 

(X) 

h. 

(X) 

i. 

( ) 

j- 

(x) 

1. 

(X) 


as afirmações corretas: 

O espaço tem infinitos planos. 

Por um ponto fora de um plano existe uma única reta concorrente com esse plano. 

Por um ponto fora de um plano existem infinitas retas concorrentes a esse plano. 

Se dois planos são paralelos entre si, então toda reta contida num deles é paralela ao outro plano. 
Se uma reta r está contida num plano a e ré paralela a um plano 0 então a é paralelo a 0. 
Se duas retas concorrentes estão contidas num plano a e são ambas paralelas a um plano 0, 
então a II 0. 

r C a, sCtt, rfis =.{P} e i II $ e s II fi =» al/fi 

Por um ponto fora de um plano existe um único plano paralelo ao primeiro plano. 

Por um ponto fora de um plano existem dois planos paralelos ao primeiro plano. 

Se dois planos são paralelos entre si, toda reta que encontra um deles encontra também o outro. 
Se dois planos são paralelos entre si e um terceiro plano é secante com um deles, então ele é 
secante com o outro. 


2?) Mostre que valem as afirmações: 

a) Se dois planos distintos a e 0, paralelos 
entre si, são interceptados por um ter- 
ceiro, então as interseções são paralelas 
entre si. 


dados: 


a // 0 

a /X y = r 

0 y = s 


mostrai que 


fim: 


h//s 


Conseqüência dos dados: 

a/0 — * aO0 = .jgL 
a n 7 = r => r C„ a e r 7 
0 n 7 = s => S.C.0 e s Xtt.. 7 



Para mostrar que r e s são paralelas basta mostrar que re s são coplanares e não têm ponto comum. 
De fato: 

r C 7 e s C 7 =*• r e s => r {]... s = {P} ou r //. S 

Vejamos qual das alternativas é verdadeira. Assim: 
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= ^P€.r e P.g s~| P <* 

como rCa e sCj J e Pej 

Logo, a 2? alternativa é verdadeira, ou seja, r s. 


aH/J = {Pi 

dos, pois a n 


, o que contradiz os da- 

fi = ...0... ■ 


b) Seja uma reta r paralela a um plano a , 
um ponto A pertencente a r, um ponto 

P não pertencente are não pertencente 
a a. 

Se a reta PA é paralela ao plano a, então 
qualquer que seja o ponto B pertencente 
à reta r, PB é paralela ao plano a. 



dados: 

r // a, P ( ^ f a e P ^ r 
A^.r e PA //a 
B éE. r, B qualquer 


fim: 


mostrar que ^ ^ 


Conseqüência dos dados: 

P^r e A6r.=»PAflr = ídL> ist0 é, PA e r são 


r PA .// a ] T-l 1 o plano 0 formado pelas retas rePA é a a, 

PA e r concorrentes / então a fi 0 = , r CT /3 e P 0. ' 

Para mostrar que PB U a, basta mostrar que a reta PB e o plano a não têm ponto comum. 

De fato: 

P^a =>PB.^.. a =► í>Êf JJ % a ou PbT .0.. = {x} 

Vejamos qual das alternativas é verdadeira: 

PB n a = .(Xj ===> x€pb e X6al 

rC0, Pe/3 e BGr => PB C. 0 ' J X ^ o que contradiz o fato de a n^=0. 

Logo, a 1? alternativa é verdadeira, isto é, PB //a qualquer que seja o ponto Ber. 


128. Resumo: 

No paralelismo entre plano e plano valem as afirmações: 

1?) T-ll: Uma condição necessária e suficiente para que dois planos distintos sejam paralelos é que um deles 
contenha duas retas concorrentes que sejam paralelas ao outro plano. 

a//P <=» 3 r C a, 3 s C a, r n s = {P} | r // 0 e s // 0 

2?) T-l 2: Por um ponto fora de um plano existe um único plano paralelo ao primeiro plano. 

3?) T-13: Se dois planos são paralelos entre si e uma reta é concorrente com um deles, então ela encontra 
também o outro. 

4?) T-14: Se dois planos são paralelos entre si e um terceiro plano é secante com um deles, então ele é secante 
com o outro. 

5?) T-l 5: Se dois planos distintos a e 0, paralelos entre si, são interceptados por um terceiro, então as 
interseções são paralelas entre si. 
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6?) T-16: (Tales): Um feixe de planos paralelos que encontra duas retas transversais determina sobre elas 
dois coniuntos de segmentos proporcionais. 


EXERCÍCIOS 

SEQÜÊNCIA A 

Mostre que são verdadeiras as seguintes afirmações: 

1) Se uma reta é paralela à interseção de dois planos, então 
ela é paralela aos dois planos. 

2) Se dois planos Q. e /3 são paralelos, então toda reta contida 
num deles é paralela ao outro. 

3) Se duas retas r e s de um plano a são paralelas eP^a, 
então a interseção dos planos pl (r, P) e pl (s, P) é paralela 
a OL. 


4) Dadas duas retas reversas r e s e um ponto P não pertencente 
a essas retas, existe sempre um plano paralelo às retas res, 
passando por P. 

5) Se dois planos paralelos interceptam duas retas paralelas, 
então os segmentos determinados sobre essas retas são con- 
gruentes. 

6) Dados os pontos A, B, C e um plano (X tal que A £&, B ézGé 
e C ^a, a reta que passa por M e N, pontos médios 
CA e CB, é paralela ao plano OL. 

7) Dadas duas retas concorrentes r e s e um ponto P, P ^pl (r, s), 
a reta que passa pelos pontos Q e R, simétricos de P em 
relação às retas r e s, é paralela ao plano determinado 
por res. 


i 


f 
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Perpendicularismo 



a) conheça as proposições fundamentais do perpendicularismo 
de retas e planos e do perpendicularismo de planos . 

b) saiba aplicar as proposições fundamentais para demonstrar 
outras proposições. 

c) relacione os conhecimentos já adquiridos com os novos 
conhecimentos. 

d) faça transferência de conhecimentos. 




PERPENDICULARISMO ENTRE RETA E PLANO 


129. Definição: uma reta r é perpendicular a um plano a quando o encontra num ponto e é perpendicular a todas 
as retas do plano a que passam por esse ponto. 

Em símbolos: 


f 19) rOa = {P} 

\ 29) ris, VsCa e PEs 


130. Valem as seguintes afirmações: 

14) T-17: Uma condição necessária e suficiente para que uma reta seja perpendicular a um plano é que seja 

perpendicular a duas retas concorrentes desse plano. 

ria <=> rfia = (P) e 3s, t; sCa, tCalrls e rlt 

24) T-18: Se uma reta é ortogonal a duas retas concorrentes de um plano, então ela é perpendicular a esse 

plano. 

Observação: duas retas r e s são ortogonais 
se e somente se sendo s’ paralela 
a s por um ponto P de r, s’ é 
perpendicular à reta r. 

Indica-se r ortogonal a s por 
ris. 
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131. Aplicações: 

19) Assinale as afirmações corretas: 

a. (X) Se uma reta é perpendicular a um plano a num ponto PE a, então ela é perpendicular a todas 

as retas de a que passam por P. 

b. ( ) Se uma reta é perpendicular a um plano a num ponto PE a, então ela é perpendicular a todas 

as retas do plano a. 

c. ( ) Por um ponto P fora de um plano a, existem infinitas retas perpendiculares a a. 

d. (X) Por um ponto P fora de um plano a, existe uma única reta perpendicular a a. 

e. (X) Por um ponto P pertencente a um plano a, existe uma única reta perpendicular a a. 

f. ( ) Por um ponto P pertencente a um plano a, existem infinitas retas perpendiculares a a. 

g. ( ) Se uma reta é perpendicular a apenas uma reta de um plano a, então ela é perpendicular a a. 

h. (X) Se uma reta é perpendicular a duas retas concorrentes de um plano, então ela é perpendicular a 

esse plano. 

i. (X) Se duas retas são perpendiculares a um mesmo plano, então elas são paralelas entre si. 

j. ( ) Se duas retas são perpendiculares a um mesmo plano, então elas são concorrentes. 

l. (X) Dois planos distintos perpendiculares a uma mesma reta são paralelos entre si. 

m. ( ) Dois planos distintos perpendiculares a uma mesma reta são secantes. 

n. (X) Se uma reta r é perpendicular a um plano a , então a é perpendicular a r. 

o. (X) Se dois planos são paralelos entre si, então toda reta perpendicular a um deles é perpendicular 

também ao outro. 

29) Mostre que são verdadeiras as proposições: 

a) Se uma reta r é perpendicular a uma reta s de um plano a e ortogonal a uma outra reta t desse 
plano, não paralela a s, então a reta r é perpendicular a a . 


r 


r 




fim: 



Consequência dos dados: 



e P . a é o traço de r em a. 


rit definição ^ sendo t’ //t por um ponto de r, t’ ^ r 


Para mostrar que r é perpendicular ao plano a basta mostrar que r é perpendicular a duas retas 
concorrentes de ol. 

De fato: 
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r 1 e t’„C„a 
r JL s e s C ... 4 , 
f n s = .ÍPJ„ 


T-17 . ^ 


b) Seja uma reta r perpendicular a um plano a e uma 
r em a. Mostre que r e s são ortogonais. 


reta s contida em a nao passando pelo traço de 




dados: fm: 

r JL, a e rna=.(Pj.. mostrar que JL. 

s .C . « e p s C 

Conseqüéncia dos dados: 

1 e r n or = {P} definição r ^ a todas as retas de a que passam 

s ca e P^s P - 10 (Eucüdes) 3 »’ ..£.«* I P.. 6 .S’ e s’..//s 

Para mostrar que r e s são ortogonais basta mostrar que r é perpendicular a uma reta paralela a «. 

De fato: , , 

definição r [ definição r _l_ s 

.i«, P como ' ijl, J 


132. Resumo: 

No perpendicularismo de reta e plano, valem as seguintes afirmações: 

I a ) T-17: Uma condição necessária e suficiente para que uma reta seja perpendicular a um plano é que 
seja perpendicular a duas retas concorrentes desse plano, 
ria <=> r fl« = {P} e 3 s, tCalris e rlt 

2 a ) T-18: Se uma reta é ortogonal a duas retas concorrentes de um plano, então ela é perpendicular a 

esse plano. 

ris e rit, r e sCa, sHt = {P} => ria 

34 ) T-19: Por um ponto P, existe uma única reta perpendicular a a. 

4 a) T-20: Se dois planos são perpendiculares a uma mesma reta, então são paralelos entre si. 

54 ) T-21: Se duas retas são perpendiculares a um mesmo plano, então elas são paralelas entre si. 

6 a ) T-22: Se dois planos são paralelos entre si, então toda reta perpendicular a um deles é perpendicular 

também ao outro. 

7 a ) T-23: Se uma reta r é perpendicular a uma reta s de um plano a e ortogonal a uma outra reta t desse 

plano, não paralela a s, então a reta r é perpendicular a a. 
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PERPENDICULARISMO DE PLANO E PLANO 


133. Definição: dois planos sao perpendiculares entre si se e somente se um deles contém uma reta perpendicular 
ao outro. 

al/3 <=> 3rCa I rljS 

134. Valem as seguintes afirmações: 

14) T-24: Se dois planos sao perpendiculares entre si e uma reta de um deles é perpendicular à interseção, 

então essa reta é perpendicular ao outro plano. 

a 1/3, rCa, rlaH/3 => rl/3 

24) T-25: Se dois planos são perpendiculares entre si e uma reta perpendicular a um deles tem um ponto 

comum com o outro, então ela está contida nesse outro. 

34) T-26: Por uma reta não perpendicular a um plano existe um único plano perpendicular ao primeiro 

plano. 


135. Aplicações: 

19) Assinale as afirmações corretas: 

a. (X ) Um plano a é perpendicular a um plano /3 se e somente se a contém uma r eta perpendicular a /3. 

b. ( ) rCa, r n/3 = {P} => a 1)3 

c. (X) rCa e rl|3 => al)3 

d. (X) Um plano a perpendicular a uma reta de um plano )3 é perpendicular a (3. 

e. ( ) Se a e (3 são perpendiculares, então todas as retas de a são perpendiculares a )3. 

f. (X) Se a e |3 são perpendiculares, então toda reta de a perpendicular à interseção de a e )3 é 

perpendicular ao plano |3. 

g. (X) a 1/3, an/3 = i, rCa e rli => ri/3 

h. ( ) Se a e )3 são secantes e a contém uma reta perpendicular à interseção, então a e /3 são perpendi- 

culares. 

i. (X) Por uma reta perpendicular a um plano a, existem infinitos planos perpendiculares a a. 

j. ( ) Por uma reta perpendicular a um plano a, existe um único plano perpendicular a a. 

l. (X) a 1)3, rl/3 e rfla = {P} => rCa 

m. ()al/3erl/3=>rCa 


29) Mostre que são verdadeiras as afirmações: 

a) Se a e (3 são dois planos perpendiculares e uma reta r é perpendicular a a, então r é paralela a (3. 
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ria 


Conseqüência dos dados: 

«lí J5“2£, 3s.C..0l 

Jefinição^ toda reta de a, pelo traço de r em a é 

Para mostrar que r II 0 basta mostrar que r é paralela a uma reta de 0. 
De fato: 

r .// s 

sc4 


r -L a e s -L a 


T-21 




T-7 
> ■■■» r 


b) Se duas retas r e s sao paralelas entre si e se um plano a é perpendicular a r, então a é perpendicular 
a s. 




mostrar que 


dados: 

r b // s 
r m JL m o. 

Conseqüência dos dados: 


fim: 

a s 


1 // s 

=> 3pl 

r C 

P e s 

C 0 e 0 ^ a = i 

a 1 r, 

rC0 = 

def. 

a± 

P e r -L i 

Assim 





i, r, s 

t-i 

U 

(L s, 

rii 

Geom. Plana 1 

S 1 

a-L 

0. s C 

..P e 

sl i 

T-24 I 

■ ■■=» s -i- a 


136. Resumo: 

No perpendicularismo de plano e plano, valem as seguintes afirmações: 

1?) T-24: Se dois planos são perpendiculares entre si e uma reta de um deles é perpendicular à interseção, 

então essa reta é perpendicular ao outro plano. 

al/3, rCa, rlaO/3 => rl/3 

24) T-25: Se dois planos são perpendiculares entre si e uma reta perpendicular a um deles tem um ponto 

comum com o outro, então ela está contida nesse outro. 

34) T-26: Por uma reta não perpendicular a um plano existe um único plano perpendicular ao primeiro plano. 
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PROJEÇÃO ORTOGONAL 


137. de um ponto sobre um plano: 

Chama-se projeção ortogonal de um ponto P sobre 
um plano a ao traço da perpendicular ao plano a por P. 

PEr e ria 

r fl a = {P’} -> P’ é a projeção ortogonal de P sobre a 
e indica-se por proj a P = P’ 



138. de uma figura geométrica sobre um plano: 

Chama-se projeção ortogonal de uma figura sobre 
um plano a o conjunto das projeções ortogonais de todos 
os pontos da figura sobre o plano a. 


139. de uma reta sobre um plano: 

A projeção ortogonal de uma reta não perpendi 
cular ao plano a é uma reta. 

r^a e r/a 
Pr°j a r = r’ 



A projeção ortogonal de uma reta perpendicular 
ao plano a é um ponto, que é o seu traço no plano. 



140. Inclinação de uma reta em relação a um plano. 

Chama-se inclinação de uma reta r em relação a 
um plano a a medida do ângulo dessa reta com a sua 
projeção ortogonal sobre o plano. 

Inclinação de r sobre a = med < rr’. 

Quando r la a inclinação de r sobre a- mede 90°. 



141. ponto à reta: 

Distância de um ponto a uma reta é a medida do 
segmento contido na perpendicular à reta com uma 
extremidade no ponto e outra na reta. 

dist (P,r) = med PF 



142. reta à reta: 

Distância entre duas retas paralelas é a distância 
entre um ponto de uma e a outra reta. 

dist (s,r) = dist (P,r) = med PP’ 



Distância entre duas retas reversas é a medida do 
segmento contido na reta perpendicular a ambas com 
as extremidades em cada uma das retas reversas. 

dist (s, r) = med PP’ onde PP’ 1 r e PP’ 1 s 



t 

E 

P 


P' 


s 


ria, Proj a r = {P} 


143. ponto a plano: 

Distância de um ponto a um plano é a medida 
do segmento contido na perpendicular ao plano por 
esse ponto com uma extremidade no ponto e outra 
no plano. 

dist (P, a) = med PF 



144. reta a plano paralelos: 

Distância entre uma reta e um plano paralelos é 
a distância de um ponto qualquer da reta ao plano. 

dist (r,a) = dist (P,a) = med PP’ 


P r 



145. plano a plano paralelos: 

Distância entre dois planos paralelos é a distância 
de um ponto qualquer de um plano ao outro plano. 

dist (a, j3) = dist (P, 0) = med PP’ 



EXERCÍCIOS 

SEQÜÊNCIA A 

Mostre que são verdadeiras as proposições: 

1) Se uma reta é ortogonal a duas retas concorrentes de um 
plano, então ela é perpendicular ao plano. 

2) Se uma reta r é perpendicular a um plano ot e uma reta s é 
paralela a a e reversa a r, então r e s são ortogonais. 

3) Se uma reta r é paralela a um plano ot e j3 é um plano 
perpendicular a r, então 0 é perpendicular a a. 

4) Se uma reta é perpendicular a um plano, então ela é ortogonal 
a qualquer reta do plano que não passe pelo seu traço. 

5) Se um plano é perpendicular a dois planos secantes, então 
ele é perpendicular à interseção desses planos. 

Sugestão: supor \Xl e mostrar que isso contradiz o T-26. 

6) Se uma reta e um piano são perpendiculares a uma mesma 
reta em pontos distintos, então a 1? reta é paralela ao plano. 

Sugestão: considerar o plano formado pelas duas retas e 
mostrar que a interseção desse plano com o plano 
dado é paralela à 1? reta. 

7) Se uma reta a é perpendicular a um plano Ot em P e se b e c 
estão contidas em a e b passa por P e é perpendicular a c 
num ponto Q distinto de P, então toda reta r determinada 
por um ponto qualquer de a e pelo ponto Q é perpendicular 
a c. 



Sugestão: considere o plano fi determinado por a e b e mostre 
que c 1 P observando que c 1 b e cia. 

8) Se por um ponto P não pertencente a um plano ot conduzimos 

a reta perpendicular a a e várias oblíquas a a, então: 

1?) o segmento de perpendicular, cujas extremidades são o 
ponto P e o traço da reta no plano, é menor do que 
o segmento de qualquer oblíqua de extremidade P e seu 
traço no plano. 

29) dois segmentos de oblíquas de extremidades P e seus 
traços no plano, que têm projeções ortogonais congru- 
entes, são congruentes. 

39) de dois segmentos de oblíquas de extremidades P e seus 
traços no plano, que têm projeções ortogonais de medidas 
desiguais, é maior o segmento cuja projeção ortogonal 
é maior. 

Sugestão: considerar os pares de triângulos cujos lados são o 
segmento da perpendicular, os segmentos de oblí- 
quas e as projeções e comparar os seus elementos. 


f 
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Superfícies Poliédricas Convexas 
Poliedros Convexos 



a ) adquira noções sobre os diedros , triedros e poliedros. 

b) conheça a relação de Euler. 

c) conheça os poliedros de Platão e os poliedros regulares. 


DIEDROS 

146. Definição: diedro é cada uma das regiões do espaço determinadas por dois planos secantes, incluídos os 
semiplanos que limitam essa região. 



=r determina os diedros a 2 r/J 2 , 0 2 rai, oqr/Ji, 
Pi ra 2 onde em cada diedro os semiplanos são as faces 
era aresta. 


147. Secção de um diedro: chama-se secção de um 
diedro ao ângulo formado pela interseção do diedro 
com um plano não paralelo à aresta desse diedro. 
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148. Chama-se secção normal de um diedro à secção 
determinada por um plano perpendicular à aresta desse 
diedro. Nesse caso, os lados do ângulo formado são 
perpendiculares à aresta do diedro. 



149. Medida de um diedro: é a medida de sua secção 
normal. 

Assim: 

med (ar/3) = med A QPR = 80° 

Se ined(arj3) = 90°, então ocr/3 é um diedro reto. 



150. Diedros congruentes: dois diedros são congruentes se e somente se têm secções normais congruentes. 


ÂNGULOS POLIÉDRICOS 


151. Consideremos n semi-retas VA, VB, VC, ... de mesma origem V, com n 3, colocadas numa certa ordem e 
obedecendo às seguintes condições: 

1?) cada um dos n planos determinados pelas semi-retas VA e VB, VB e VC, VC e VD, ... deixa as restantes 
(n - 2) semi-retas num só dos semi-espaços por eles determinados. 

2?) as n semi-retas são arestas de n diedros. 


152. Chama-se ângulo poliédrico convexo V (A, B, C,...) 
ao conjunto dos pontos comuns aos n diedros assim 
determinados. 


No ângulo poliédrico V(A, B, C, ...), temos: 


V é o vértice do ângulo poliédrico 

VA, VB, VC, ... são as arestas do ângulo poliédrico 

^ AVB, 4 BVC, A CVD, ... são as faces do ângulo 

poliédrico 


v 



153. Chama-se triedro a um ângulo poliédrico de 3 faces e 3 arestas. 
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154. Assinale 

a. 

( ) 

b. 

(X) 

c. 

( ) 

d. 

(X) 

e. 

(x) 

f. 

(X) 

g- 

( ) 

h. 

( ) 

i. 

(X) 

j- 

(X) 

1 . 

(x) 

m. 

( ) 

n. 

(X) 

o. 

( ) 

P- 

(X) 


as afirmações corretas: 

Dois planos secantes determinam apenas dois diedros. 

Dois planos secantes determinam quatro diedros. 

Todo plano que intercepta um diedro determina uma secção normal desse diedro. 

Todo plano perpendicular à aresta de um diedro determina uma secção normal desse diedro. 

Se dois diedros têm secções normais congruentes, então eles são congruentes. 

Se dois diedros são congruentes, então suas secções normais têm a mesma medida. 

Todas as secções de um diedro são congruentes. 

Medida de um diedro é a medida de uma secção qualquer desse diedro. 

Todas as secções normais de um diedro são congruentes. 

Medida de um diedro é a medida de uma secção normal qualquer desse diedro. 

Todo plano perpendicular às duas faces de um diedro determina uma secção normal desse diedro. 
Três semi-retas de mesma origem sempre determinam um triedro. 

Três semi-retas de mesma origem, não coplanares, determinam um triedro. 

Triedro é um ângulo poliédrico de 4 faces. 

Triedro é um ângulo poliédrico de 3 faces. 


POLIEDROS 

155. Superfície poliédrica. 

Consideremos n polígonos, obedecendo às seguintes condições: 

1?) Dois polígonos quaisquer não estão contidos num mesmo plano. 

2?) 0 plano de cada polígono deixa os (n - 1) polígonos restantes num único semi-espaço. 

3?) Cada lado de um polígono é lado de um ou dois polígonos e aqueles que são lados de um só polígono 
formam uma poligonal fechada. 

A figura assim formada é chamada superfície poliédrica. 


Superfície poliédrica aberta 

quando existem lados de polígonos que são 
lados de um só polígono 

156. Poliedros: 

Chama-se poliedro convexo ao conjunto dos pontos comuns aos ângulos poliédricos determinados pelas 
semi-retas com origem em cada vértice e que contém as arestas de uma superfície poliédrica fechada convexa. 

Assim: 

Vértices do poliedro: são os vértices dos ângulos poliédricos. 

Arestas do poliedro: são os lados dos polígonos. 

Faces do poliedro: são os polígonos. 




Superfície poliédrica fechada 

quando todos os lados dos polígonos são lados 

de dois polígonos. 
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157. Consideremos um poliedro convexo, onde F é o número de faces, V é o número de vértices e A é o número de 
arestas. 

Então, valem as relações: 


158. 1? Relação: 
Observação : 


A = 


m • F 
2 


F 


2A 

m 


onde cada face tem o mesmo número m de arestas (lados). 


Se as faces do poliedro têm números diferentes de arestas, por exemplo, o poliedro tem F, faces que são 
polígonos de 3 lados (m, = 3) e tem F 2 faces que são polígonos de 4 lados (m 2 = 4), temos: 

m l F l + m 2 F 2 


ou genericamente: A = — + m kFk 


159. 2? Relação: 


A = 


n - V 
2 


V 


2A 

n 


onde em cada vértice concorre o mesmo número n de arestas. 


Observação : 

Se aos vértices do poliedro concorre um número diferente de arestas, por exemplo, o poliedro tem V x vértices 
que são vértices de ângulos poliédricos de 3 arestas (n, = 3) e tem V 2 vértices que são vértices de ângulos 
poliédricos de 5 arestas (n 2 = 5), temos: 


A = 


njVj + n 2 V 2 
2 


ou genericamente: 


A _ n iVi + n 2 V 2 + + flpVp 


160. 3? Relação: V - A + F =. 2 chamada relação de Euler, onde V é o número de vértices, A é o número 

de arestas e F é o número de faces do poliedro. 

Os poliedros convexos são também chamados de poliedros eulerianos. 

161. 4? Relação: S= (V-2)- 4 retos onde S é a soma das medidas dos ângulos de todas as faces do 

poliedro e V é o número de vértices do poliedro. 


162. Aplicação: 

1?) Calcule o número de vértices de um poliedro convexo com 12 faces e 30 arestas. 
Vale a relação de Euler: 

V - A + F = 2, onde A = e F = ^ . 

Então, v - .já... + = .2... V = 2<2. • 

O poliedro tem J2... faces, ÔO_ arestas e ..22. vértices. 

2?) Calcule o número de faces de um poliedro convexo que tem 10 arestas e 6 vértices. 

Vale a relação de Euler: = 2, onde V = 6 e A = 70 

Ent ão, = 2 <=> F = .6. . 

O poliedro tem faces, .../jQ... arestas e .6.. vértices. 
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3?) Calcule o número de vértices de um poliedro que possui 12 faces triangulares. 

Para calcular o número de vértices, você precisa calcular primeiro o número de arestas. 
Como o poliedro tem 12 faces e cada face tem 3 lados, 

vem: A = ~~ 2 ~ =* A = arestas. 

Pela relação de Euler.vem: = 2, onde A = ^ e F = 

Logo V - ít f8 + 12 = 2 > V = § 

O poliedro tem faces, arestas e A vértices. 


4?) Calcule o número de faces de um poliedro convexo com 10 vértices, sabendo que concorrem 3 arestas 
em cada vértice. 

Para calcular o número de faces, você precisa calcular primeiro o número de arestas, dado por: 

A = n y~ onde n = .8. e V = . 

Logo A = ~ 15 

Como V = , A = , por Euler vem: 

.y.-.Ai.L .. = 2 — ; 

O poliedro tem 7.. faces, ../A... arestas e vértices. 


5?) Calcule o número de vértices de um poliedro convexo que tem 4 faces quadrangulares e 8 faces triangulares. 
O número de faces do poliedro é dado por: F = F[ + F 2 = 4 + 8 = 12. 

Para calcular o número de vértices, você precisa calcular primeiro o número de arestas, dado por: 


A = - miFl ^ m2F 2 onde mi _ 4 > Fj _ 4 > mj = 3 e F 2 = 

4 A / 3.8 _ _4Q_ . 20 amíoA 

2 2 

Como F = , A = > por Euler vem: 

= 2 =► = 2 ^ io veiticet 

O poliedro tem ...f 2 ... faces, „ 2 Ç„. arestas e ,ZP... vértices. 


6?) Calcule o número de vértices de um poliedro convexo que tem 3 faces triangulares, 
1 face pentagonal e 2 faces hexagonais. 


O númtro de faces do poliedro é: 

F = F, + F 2 + f 3 + f 4 = .3. + ...1. + .../ + 2 = .1. 


O número de arestas do poliedro é: 

m^! + m 2 F 2 + m 3 F 3 + m 4 F 4 
A = i , onde 


m,= .i e F i =.8 
m 2 = Ã e F 2 = 
m 3 = 5 e F 3 = i 

m 4 = ZeF 4 =;i 


A = AZ. IAlL t Zlí. < Z 2 . = = 15 

2 2 


face quadrangular, 


181 


Portanto, por Euler, o número de vértices é: 

V-A+F = 2 =* V-/5+7*2 


V - IO wbfá&s 


0 poliedro tem .7. faces, arestas e vértices. 


7?) Calcule o número de faces de um poliedro convexo que tem 10 vértices tetraédricos (4 arestas) e 2 vértices 
triédricos (3 arestas). 

O número de vértices do poliedro é dado por: V = \ x + V 2 = 70 + 2 = 72 . 

O número de arestas do poliedro é dado por: 

A = ^ Ü2 ^ 2 _ on ^ e ni _ 4. e Vj = 70 # n 2 = e V 2 = „2. 

_ <3.2 _ jÉ2_ s #3 aMàtaá 

A ~ 2 " 2 

Portanto, por Euler, o número de faces é: 

7.:.A..t.L = 2 => ./£.- 2<3 / 

O poliedro tem ífA... faces, ^ ti arestas e $2... vértices. 

8?) Calcule o número de faces de um poliedro que tem 4 faces quadrangulares, as demais faces triangulares 
e o número de arestas é o dobro do número de faces triangulares. 

O número de faces é: 

F = F! + F 2 , onde F! = 4^ , número de faces quadrangulares 
e F 2 = número de faces triangulares. 

2F 

O número de arestas A é o dobro do número de faces triangulares F 2 , portanto A = 2. 

m 1 F 1 + m 2 F 2 a a * 

e A = ^ onde m i = ..T.. e Fj = , m 2 = .y... 

4.4 + 3 . f. ^ -7 3.F 2 

Então, A = ^ — — =2 e su bstituindo A por 2F 2 , 

vem ^ ^ ^ = /6-y- v5/^ = * > /^ ) = iUia,/ujuSa,i,6& 


O poliedro tem 


F t + F 2 = 


faces. 


9?) Calcule o número de faces de um poliedro convexo de 21 arestas, sabendo que a soma das medidas dos 
ângulos das faces é 3600°. 

Vamos calcular o número de vértices, aplicando a relação S = (V - 2) • 4 retos. 

Assim: ^600°= ( V- 2 ) . 3 60° ==> V = J2. 'AAÁ 6 .. 

Pela relação de Euler, o número de faces é: 

V - A + F - 2 ==^ 

O poliedro tem faces, A-.... arestas e vértices. 


POLIEDROS DE PLATAO 

163. Definição: 

Chama-se poliedro de Platão a todo poliedro euleriano que: 

1?) tem o mesmo número de arestas em cada face. 

29) em cada vértice concorre o mesmo número de arestas. 
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164. Valem as afirmações: 

1?) Existem apenas 5 tipos de poliedros de Platão, ou seja, os poliedros de Platão são somente de 5 tipos: 


FACES 

arestas 

da face 

arestas em 

cada vértice 

V 

A 

F 

NOME 

triângulos 

3 

3 

4 

6 

4 

Tetraedro 

quadriláteros 

4 

3 

8 

12 

6 

Hexaedro 

triângulos 

3 

4 

6 

12 

8 

Octaedro 

pentágonos 

5 

3 

20 

30 

12 

Dodecaedro 

triângulos 

3 

5 

12 

30 

20 

Icosaedro 


2?) Os poliedros regulares são poliedros de Platão e são em número de 5 e apenas 5. 

Chama-se poliedro regular a todo poliedro convexo cujas faces são polígonos regulares e côngruos e cujos 
ângulos poliédricos são regulares e côngruos. 

São eles: 



tetraedro regular 




hexaedro regular 
(ou cubo) 




exercícios 

SEOÜÊNCIA A 


1) Calcule o número de vértices de um poliedro convexo com: 

a) 12 arestas e 5 faces. 

b) 15 arestas e 10 faces. 

c) 30 arestas e 12 faces. 


2) Calcule número de faces de um poliedro convexo com 

a) 8 vértices e 15 arestas. 

b) 10 vértices e 25 arestas. 

c) 13 vértices e 19 arestas. 


1 
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3) Calcule o número de arestas de um poliedro convexo com: 

a) 15 vértices e 12 faces. 

b) 10 vértices e 8 faces. 

c) 13 vértices e 20 faces. 

4) Calcule o número de vértices de um poliedro que tem: 

a) 15 faces quadrangulares. 

b) 12 faces triangulares. 

c) 20 faces pentagonais. 

5) Calcule o número de faces de um poliedro convexo que tem: 

a) 20 vértices triédricos. 

b) 12 vértices pentaédricos. 

c) 6 vértices tetraédricos. 

6) Calcule o número de faces de um poliedro convexo que tem: 

a) 8 vértices, sabendo que concorrem 4 arestas em cada 
vértice. 

b) 18 vértices, sabendo que concorrem 3 arestas em cada 
vértice. 

c) 20 vértices, sabendo que concorrem 5 arestas em cada 
vértice. 

7) Calcule o número de vértices de um poliedro convexo 
que tem: 

a) 8 faces pentagonais e 10 faces hexagonais. 

b) 12 faces triangulares e 8 faces pentagonais. 

c) 5 faces quadrangulares, 4 triangulares e 6 pentagonais. 

d) 4 faces triangulares, 2 pentagonais e 1 hexagonal. 

8) Calcule o número de faces de um poliedro convexo que tem: 

a) 6 vértices triédricos e 1 vértice tetraédrico. 

b) 8 vértices pentaédricos e 12 vértices triédricos. 

c) 6 vértices pentaédricos, 4 vértices triédricos e 2 vértices 
tetraédricos. 

9) Calcule o número de vértices, faces e arestas de um poliedro 
convexo formado por 4 ângulos triédricos, 5 ângulos tetraé- 
dricos, 10 ângulos pentaédricos e 3 ângulos hexaédricos. 

10) Calcule o número de vértices, arestas e faces de um poliedro 
convexo formado por 5 ângulos triédricos, 4 ângulos tetraé- 
dricos, 7 ângulos pentaédricos e 8 ângulos hexaédricos. 

11) Calcule o número de faces de um poliedro convexo de 18 
arestas, sabendo que a soma das medidas dos ângulos das 
faces é 4 680° 

12) Um poliedro convexo tem 28 arestas e suas faces são algumas 
pentagonais e as outras quadrangulares. Calcule o número^de 
faces de cada tipo, sabendo que a soma dos ângulos da face 
é 64 retos. 

13) Um poliedro convexo tem 15 faces, algumas triangulares e as 
outras quadrangulares. Calcule o número de faces de cada 
tipo, sabendo que o poliedro tem 12 vértices. 


14) Um poliedro convexo tem 40 arestas e é formado por faces 
triangulares e faces pentagonais. Calcule o número de faces 
de cada tipo, sabendo que o número de faces triangulares 
é igual ao número de faces pentagonais. 

15) Calcule o número de faces de um poliedro convexo que tem 
12 faces triangulares e as demais pentagonais e o número 
de arestas é o triplo do número de faces pentagonais. 


RESPOSTAS 


1) 

a) 

9 



b) 

7 



c) 

20 


2) 

a) 

9 



b) 

17 



c) 

8 


3) 

a) 

25 



b) 

16 



c) 

31 


4) 

a) 

17 



b) 

8 



c) 

32 


5) 

a) 

12 



b) 

20 



c) 

8 


6) 

a) 

10 



b) 

11 



c) 

32 


7) 

a) 

34 



b) 

20 



c) 

18 



d) 

9 


8) 

a) 

6 



b) 

20 



c) 

15 


9) 

A 

= 50 

V = 22 F = 30 

10) 

A 

= 57 

V = 24 F = 35 

11) 

5 



12) 

8 faces pentagonais e 


4 faces quadrangulares 

13) 

5 

faces 

quadrangulares e 


10 

faces 

triangulares 

14) 

10 

faces 

pentagonais e 


10 

faces 

triangulares 

15) 

48 
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a) conheça alguns tipos particulares de sólidos. 

b) conheça as propriedades desses sólidos. 

c) saiba calcular áreas das superfícies dos sólidos e o volume 
dos mesmos. 


PRISMAS 

165. Definição: prisma é um poliedro convexo no qual duas faces, chamadas bases, são polígonos congruentes e 
estão em planos paralelos e as demais faces, chamadas faces laterais, são paralelogramos. 

166. Prisma reto é o prisma cujas arestas laterais são perpendiculares aos planos das bases. 

167. Prisma oblíquo é o prisma cujas arestas laterais não são perpendiculares aos planos das bases. 

168. Prisma regular é todo prisma reto cujas bases são polígonos regulares. 



prisma reto 



prisma oblíquo 



prisma regular 
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169. Elementos de um prisma: 



Bases: polígonos ABCDE e A’B’C’D’E\ 
Todo prisma tem duas bases que são para- 
lelas e congruentes. 

Faces laterais: AA’B’B, BB’C’C, CCD’D etc. 
As faces são paralelogramos e o número de 
faces laterais é igual ao número de lados dos 
polígonos das bases. 

Arestas laterais: AA’, BB’, CC’ etc. 

O número de arestas laterais é igual ao 
número de vértices do polígono da base. 

Arestas das bases: AB, BC, CD, DE, EA, 
A’B’, B’C’, ... são os lados dos polígonos 
das bases. 

Altura h: é a distância entre os planos das 
bases. Quando o prisma é reto a altura é 
a medida da própria aresta lateral. 


170. Tipos de prismas: 


1 — Paralelepípedo é um prisma cujas bases sao paralelogramos. 

2 — Paralelepípedo retângulo ou reto-retángulo ou ortoedro é um prisma reto, cujas bases são retângulos e 

portanto suas faces laterais também são retângulos. 


3 — Romboedro é um paralelepípedo cujas faces são losangos, isto é, tem 12 arestas congruentes. 

4 — Romboedro retângulo ou cubo é um paralelepípedo retângulo cujas bases são quadradas e cujas faces 

laterais são quadrados. 




Paralelepípedo Retângulo 


171. Assinale as afirmações corretas: 

a. ( ) As faces laterais dos prismas são triângulos. 

b. (X) As faces laterais dos prismas são paralelogramos. 

c. ( ) Num prisma qualquer as bases são polígonos regulares. 

d. (X) Num prisma qualquer as bases são polígonos quaisquer. 

e. (X) As bases de um prisma são polígonos quaisquer, congruentes e paralelas. 

f. ( ) Um prisma cujas bases são retângulos é sempre reto. 

g. (X) Num prisma triangular as bases são triângulos. 
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h. (X) Um prisma cujas bases são paralelogramos é um paralelepípedo. 

i. (X) Um paralelepípedo tem 6 faces que são paralelogramos. 

j. (X) Um paralelepípedo retângulo tem 6 faces que sjo retângulos. 

l. ( ) Um paralelepípedo retângulo pode ser oblíquo. 

m. ( ) Romboedro é um prisma de base triangular. 

n. (X) Romboedro tem 6 faces que são losangos e portanto todas as suas arestas são congruentes entre si. 

o. (X) Romboedro é um prisma cujas bases e faces laterais são paralelogramos de lados congruentes entre si. 

p. ( ) Um cubo é um paralelepípedo retângulo onde apenas as bases são quadrados. 

q. (X) Cubo é um paralelepípedo retângulo que tem 6 faces que são quadrados. 

r. (X) Num cubo as 12 arestas são congruentes entre si. 


ÁREA E VOLUME DE UM PRISMA 

Para resolver problemas sobre prismas e pirâmides cujas bases são polígonos regulares, iremos recordar as 
fórmulas do lado e apótema desses polígonos regulares inscritos, em função do raio. 

172. Assim: 


POLÍGONO 

LADO 

APÓTEMA 

ÁREA 

quadrado 

K5 

4» 

II 

Si 

r \Í2 8 4 

34 " 2 2 

S = 8| = 2r J 

triângulo 

£ 3 = r y/T 

r e 3 VT 

33 " 2 " 6 

s H VT 

hexágono 

£ 6 = r 

rs/T 8 6 VT 

36 2 2 

0 - 38^VI 

5 " 2 

pentágono 

8$ = jy/l0-2\ft 

r(V?+ 1) 

35 = 4 

S = p • a 

decágono 

O 

II 

-ti 

W' 

aio = jn/iO + 2VT 

S = p • a 

a n - V4r2 2 ' 8 " e í 2 „ = >/ 2r 2 - rV4r J - 8* 


173. Seja um prisma oblíquo qualquer de aresta a, altura h e l l9 £ 2 , ..., £ n as medidas dos lados de uma secção 


reta ABC ... 

1 — Área lateral: é a soma das áreas das faces 
laterais. 

Como cada face lateral é um paralelogramo 
de base a e altura £ ls £ 2 , — » vem: 

Ag = aíi + aC 2 + ... + a£ n = 

= a(£i + £ 2 + ... + £ n ) 

y ' 

2p ' 

Ag = 2p • a 

onde 2p é o perímetro da secção normal. 
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2 — Área total: é a soma da área lateral com o dobro da área da base. 

A t = 2p • a + 2B 
onde B é a área da base. 


3 - Volume: é o produto da área da base pela 
altura do prisma. 

V = B-h 


174. Seja um prisma reto de aresta a: 

No prisma reto a altura é a medida da aresta 
lateral e a base é secção reta. 

1 — Área lateral: Ag = 2p • a => 

=> Ag = 2 p • h 


2 - Area total: A t = Ag + 2B => 
=> A t = 2ph + 2B 


3 — Volume: V = B • h 



175. Seja um prisma regular de aresta a: 

0 prisma regular é reto e suas bases são polígonos 
regulares. 

1 — Área lateral: Ag = 2p • a => 

=► Ag = 2 p • h 


2 — Área total: At = Ag + 2B e como B = p • m 

onde m é a medida do apótema do polígono 
regular da base e p o seu semiperímetro, 

vem: A t = 2ph + 2pm => 

=> A t = 2 p • (h + m) 

3 - Volume: V = B • h =» V = p*m*h 
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176. Seja um paralelepípedo retângulo de dimensões a, b e c: 


1 — Diagonal: a medida da diagonal do paralele- 
pípedo é dada por: 

d = V a 2 + b 2 + c 2 


2 — Área lateral: 

3 — Área total: 


4 — Volume: 


Ag = 2 (ac + bc) 

A t = 2(ab + ac + bc) 

V = a-b-c 


177. Seja um cubo de aresta a: 

Neste caso temos um paralelepípedo retângulo 
onde todas as dimensões são iguais a a. 

1 — Diagonal: d = \J 3a 2 => d = a\/T 

2 - Área lateral: Ag = 2 (a 2 + a 2 ) => 

=> Ag = 4a 2 

3 — Área total: A t = 2(a 2 + a 2 + a 2 ) => 

=> At = 6a 2 

4 - Volume: V = a-a-a => V = a 3 




178. Aplicação: 


19) Calcule o volume de um prisma reto, sabendo que a área da base é 20 cm 2 e sua aresta lateral mede 12 cm. 
V = B • h, onde B = ...ZQ.CT^t.. e h = .JZ.CTZk... 

Então V = 


29) Calcule a altura e a área lateral de um prisma 
reto cujo volume é 960 cm 3 e a base é um 
quadrado de área 64 cm 2 . 

a) Cálculo da altura: 

V = B • h, onde V = e 

B = .... 64 . 2 ^.... 

M... = Já.; • h ^ h = 
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b) Cálculo da área lateral: 

Como Ag = 2 p • h, precisamos, para calcular o perímetro 2p, saber quanto mede o lado do quadrado 


que é a base. 

Assim: B = fi 1 - , - V» - jMjJjSL. g IS • 480 O» 


39) Calcule a área lateral, a área total e o volume de um prisma reto cuja aresta lateral mede 11, 2 cm e 
cuja base é um pentágono regular de 6 cm de lado e 4 cm de apótema. 

a) Área lateral: 2 

A, -2»... 2. AjA- ■ 11, 2 • 336 C M 

b) Área total: 

r Ag = 

A t = Ag + 2 • B ° nde \ B = p • m =" ^ . 4- *= 60 CM? 

At = f' 2 . 

c) Volume: 

V = B.h = 


49) Calcule a área total e o volume de um prisma 
reto, sabendo que sua base é um triângulo 
eqüilátero de 6 cm de lado e a sua aresta 
lateral mede 5>/3~ cm. 


a) Área total: 


A t = Ag + 2B onde 
A= 2-p-a . 2 - 




. _ g-TTcm 2 

± 

A t = 


b) Volume: 

v = 3.:A. = 


59) Calcule a área lateral, a área total e o volume 
de um prisma reto de 10 cm de altura e cuja 
base é um hexágono regular cujo apótema 
mede 3x/Y cm. 

a) Área lateral: Ag = 2 • p • h 

Vamos antes calcular a medida do lado 
do hexágono aplicando a relação de 
Pitágoras: 




2 
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e 2 


Ã 

1.2. 

2 m 


-(4-y 


■f m 


«■-4- 




..vi... 


__ 2j3_ V~I 


4f-.nl. 

...d. 


= 6 cm 


Então: 

Af - 2 f - a * 2 ‘y . /<? = 360 cntf 




b) Área total: A t = 2p(h + m) 

At = l:...fir~C 70 f 3 = 06 ( /0 / 3 C ™ 


c) Volume: 


[ B = p • m = — \#5" = ó4Vô C7T? 

V = B • a onde < ....4. 

a = .ÍJ0...27R 

v = . 54. )(â.‘. IQ.... ?..... 5.4 O. V3[ d?7?f.. 


69) 


Calcule o volume de um prisma reto, sabendo 
que a aresta lateral e a aresta da base tém 
medidas iguais e que a base é um losango 
cujas diagonais medem 6 cm e 8 cm. 

Como V = B • a, precisamos calcular a área 
da base e calcular a medida de a: 

a) Cálculo de a = 2: 

Aplicando Pitágoras no A ABM vem: 



ílÉ.ll.fíl 2. 1. ~ = 25 =*£ = õ cm 


b) Cálculo de B: 

b = = 24cm z 


Então: 

V = .^Í:Ã..z..J20.C77^ 

79) Calcule a diagonal, a área total e o volume de 
um paralelepípedo retângulo cujas dimensões 
são 3 cm, 6 cm e 9 cm. 

a) Diagonal: 

d = \J a 2 +b* + c» = y 

= .....tf..7!26. Z..á‘)í..../.4..cm. 

b) Área total: 

A t = 2(ab + ac + bc) = 2,(3,^±3,2f6.9j= 

c) Volume: 

V = a • b • c = 3. &• Ç — i£>2 CT/íP 
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89) Calcule a área total e o volume de um 
paralelepípedo retângulo cuja diagonal mede 
2 VóTm, a aresta lateral tnede 12 m e uma 
das arestas da base mede 8 m. 

a) A t = 2(ab + bc + ac) 

Para calcular a área total, devemos ter a 
outra aresta da base. Portanto, devemos 
calcular as medidas dos segmentos BD e 
CD aplicando a relação de Pitágoras nos 
AABD e ABCD. 

Assim: 
no A ABD d 2 = 

<i’ = ..y.i 

no ABCD -> d’ 2 = 

c = J5/W 

Então A t = 2(ab + bc + ac) = 2{±2 : 6,±8.6_ ±J,2.GJ^432..^. 

b) V = .... 



99) Calcule o volume de um cubo cuja diagonal 
mede 5\/3~m. 

a) Cálculo de a: 

d = 2 l\ÍT <=► .^VGT. = a\/T =» 

=> a = Ô" Tfts 

b) Volume: 

v = d? = 5^ = 126 77i f 



Exercícios a resolver: itens 1 a 11, pág. 196. 


PIRÂMIDE 

179. Definição: 

Seja um ângulo poliédrico Va, b, c, d, ... e um 
plano a que não contenha o vértice V e que intercepte 
todas as arestas. 

Chama-se pirâmide a parte do ângulo poliédrico 
determinada por esse plano a e que contém o vértice V. 

Seus elementos são: 

Vértice: V que é o vértice do ângulo poliédrico. 
Faces laterais: VAB, VBC, VCD, ... 

Arestas laterais: VA, VB, VC, ... 

Base: polígono ABCD ... 

Altura: distância do vértice ao plano da base (W’). 


V 
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180. As pirâmides podem ser classificadas, de acordo com o polígono da base, em triangulares (chamadas tetraedros), 
quadrangulares, pentagonais etc. 

181. Pirâmide regular: uma pirâmide é regular quando a sua base é um polígono regular e a projeção ortogonal do 
vértice sobre o plano da base é o centro da base. 

Observações: 

19) Chama-se apótema de uma pirâmide regular 
o segmento que tem por extremidades o 
vértice da pirâmide e o ponto médio de um 
dos lados do polígono da base. Assim, na 
figura, VM é o apótema da pirâmide, isto é, 
é a altura do triângulo da face. 

29) Numa pirâmide regular as arestas laterais são 
congruentes entre si e portanto as faces 
laterais são triângulos congruentes entre si. 

B 

ÁREAS E VOLUMES DE UMA PIRÂMIDE 



182. Pirâmide qualquer: 

1 — Área lateral: é a soma das áreas das faces 

laterais. 

2 — Área total: é a soma da área lateral com a 

área da base. 

At = Ag + B 

3 — Volume: é a terça parte do produto da área 

da base pela altura. 

V = \ B.h 

183. Pirâmide regular: 

1 - Área lateral: A = p • m’ , onde p 

é o semiperímetro do polígono da base e 
m’ éa medida do apótema da pirâmide. 

2 - Área total: A t = Ag + B = pm’ + pm =* 


=> A t = p(m + m’) 

onde m é a medida do apótema do polígono 
da base. 




3 — Volume: V = -j B • h 



1 

yp.m 


h 


, onde h é a altura da pirâmide. 


4 — Observação: numa pirâmide regular vale a relação 


m’ 2 = h 2 + m 2 
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184. Tronco de pirâmide: 

Seja uma pirâmide e um plano 0 que não contém o seu vértice e que encontra todas as arestas laterais. Chama-se 
tronco de pirâmide à parte da pirâmide que não contém o vértice. 

Se o plano 0 for paralelo ao plano do polígono da base, então as faces laterais do tronco de pirâmide serão 
trapézios. 


185. Aplicação: 

19) Calcule a área lateral, a área total e o volume 
de uma pirâmide hexagonal cuja aresta da 
base mede 8 cm, o apótema do polígono 
da base 4\/Tcm, a altura 2V r 3cm e o 
apótema da pirâmide 10 cm. 

a) Área lateral: 

6 6 

Ag = pm’ = ~2 - 10 = 240 cm z 



b) Área total: 

A, , p(m * m-) . ( 4VS * i0 )~ 24 ( 4VT * 10 )~ 48 (ZYôSájcm, 2 


c) Volume: 

v = j p • m • h = -j- • • 4 V3 ■ 10 • 320 Y3 cm 


29) Calcule a área lateral, a área total e o volume 
de uma pirâmide regular de base quadrada 
que tem as medidas da altura e da aresta 
da base igual a 8 cm. 

a) Área lateral: 

Ag = p • m’ 

onde p é o semiperímetro do polígono 
da base e m’ é o apótema da pirâmide 
dado por m’ 2 = (Pitágoras) 

g 

e m = — =4çm (apótema do quadrado). 
Portanto m’ 2 = 6^ + 4^ - 80 


V 



m’ = 4Yõ.cm_ e Ag = • 4tfõ~ ÇAYõCtk 


b) Área total: A t = Ag + B = p(m + m’) 

A t = p(m + m’) = — (4 + 4 Võ) * 64 (l ■+ VS ) CM? 


c) Volume: V=-^-B.h=-^-p 


v-4-p 


m 


3 

• h = 


m • h 


4.8 


. 4.8 = 


812 


C7tis 
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39 ) 


Numa pirâmide regular de base hexagonal a área total é igual a 30 VT cm 2 e a área lateral é o quádruplo 
da área da base. Calcule a medida do lado do hexágono. 


Ai = Ag + B 
Ai = 30>/3"cm 2 ► 

Ag = 4 • B 




Como a base é o hexágono regular e sua área é dada por 
circunscrita é o próprio lado do hexágono, vem: 


B = 


3 r 2 VT 
2 


e o 


6 l/3~ C7TU 


raio R da circunferência 


6£F = 3R V I- => j2fâ....~..AZ z ..T/A.. - 


Portanto, R = £ 6 = 2 cm. 


49) 


Calcule a área total e o volume de uma pirâ- 
mide regular cuja base é um triângulo eqüi- 
látero de lado 12*s/Tcm, sabendo que a 
área total é igual a -j- da área lateral. 

A t = p(m + m’), então, para calcularmos a 
área total precisamos calcular o semiperí- 
metro e as medidas dos apótemas da base 
e da pirâmide. 

Cálculo dos apótemas: 

O apótema da base é dado por 

C.n/T 12 V 3 . 1/3 

m =_ 6— - m = £ 

e portanto m = ....é. 



O apótema da pirâmide é calculado pelas condições do problema: 

Ag = p • m’ 

A t = p(m + m’) 

A t = - j A C 


=► p(m + m’) = =► m + m’ = — m’ 

Então: f 6 M + m’ = — m’ => 25 ^ => m = 


Portanto: 
a) A t = p(m + m’) 


■ {(■+<>) -270VT cm z 


b) V = -y B • h, onde a área da base é dada por B = . g lV A e a altura dada por Pitágoras 
m’ 2 = h 2 + m 2 => h 2 = 

h = Í9 2 

_ _ m. SÍ3 _ . 3 yg m 106 Vrè crrt? 

3 4 â .4. 


Exercícios a resolver: itens 12 a 20, pág. 196. 
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EXERCÍCIOS 
SEQÜÊNCIA A 

1) Calcule a área lateral, a área total e o volume de um prisma 
reto cuja aresta lateral mede 2,8 m e cuja base é um paralelo- 
gramo de lados 5 m e 3 m. 

2) Calcule a área lateral, a área total e o volume de um prisma 
reto, sabendo que sua aresta lateral mede 13,5 cm e que sua 
base é um octógono regular de 5 cm de lado e 2,4 cm de 
apótema. 

3) 0 volume de um prisma reto é 1 800 cm 3 e a área de sua 
base é 120 cm 2 . Calcule a medida de sua aresta lateral. 

4) Calcule o volume de um cubo cuja diagonal mede 5 /T cm. 

5) A diagonal de um cubo mede 3 cm. Calcule o seu volume. 

6) A área total de um cubo é 150 m 2 . Calcule a sua diagonal. 

7) A área da base de um cubo é igual a 6,25 m?. Calcule o 
seu volume. 

8) A área total de um cubo é igual a 72 cm 2 . Calcule a sua 
diagonal. 

9) Calcule a área total e o volume de um paralelepípedo retân- 
gulo cuja diagonal mede 5 cm, a aresta lateral mede 3 cm e 
uma das arestas da base mede 2 /Tem. 

10) Calcule o volume de um prisma hexagonal regular, sabendo 
que suas arestas são todas iguais e que suas medidas somam 
90 cm. 

11) Calcule as dimensões de um ortoedro (paralelepípedo retân- 
gulo), sabendo que a área da base é 6 cm 2 , o volume 30 cm 3 
e a área total 62 cm 2 . 

12) Calcule a área lateral, a área total e volume de uma pirâmide 
pentagonal cuja aresta da base mede 6 cm, o apótema do 
polígono da base 3 cm, a altura da pirâmide 10 cm e o 
apótema da pirâmide 4 cm. 

13) Calcule o volume de uma pirâmide de 12 cm de altura, 
sabendo que sua base é um quadrado de 10 cm de perímetro. 

14) Calcule o volume de uma pirâmide de 2/T cm de altura, 
cuja base é um triângulo eqüilátero de 15 cm de perímetro. 

15) Calcule a área lateral, a área total e o volume de uma pirâmide 
regular de base hexagonal, sabendo que a aresta da base mede 
10 cm e a altura da pirâmide é igual a 5 cm. 

16) O volume de uma pirâmide é igual a 30 cm 3 e sua altura é 
15 cm. Calcule a medida da aresta da base, sabendo que essa 
base é um losango onde uma das diagonais é o triplo da outra. 

17) Calcule a área lateral e o volume de uma pirâmide regular 
cuja base é um quadrado de 6/T cm de lado e cujas arestas 
laterais têm a mesma medida das diagonais da base. 

18) Calcule o volume de um tetraedro regular cuja aresta mede 
3/2 cm. 

19) Calcule o volume de um tetraedro regular cuja área da base 
é 6/3" cm 2 . 

20) Calcule a área total e o volume de uma pirâmide cuja base é 
um triângulo eqüilátero de 18 cm de perímetro e cuja área 
total é igual a -4- da área lateral 


RESPOSTAS 

1) Ag = 44,8 m 2 , A t = 74,8 m 2 , V = 42 m 3 

2) Ag = 540 cm 2 , A t = 636 cm 2 , V = 648 cm 3 

3) 15 cm 

4) 125 m 3 

5) 3/T cm 3 

6) 5/T cm 

7) 15,625 cm 3 

8) 6 cm 

9) A t = 12 + 20/T cm 2 , V = 12/Tcm 3 
,0) 375/1 cm3 

11) 2 cm, 3 cm e 5 cm 

12) Ag = 60 cm 2 , A t = 105 cm*, V = 150 cm 3 

13) V = 25 cm 3 

14) V = 12,5 cm 3 

15) Ag = 300 cm 2 , A t = 150 (JT + 2) cm 2 , V = 250v/Tcm 3 

16) J 10 cm 

17) A = 72v/T cm 2 , V = 144/Tcm 3 

18) 9 cm 3 

19) 8v/Tcm 3 

20) A, = 27 /Tem 2 , V = 9v/Tcm 3 

SEQÜÊNCIA B 


1) Calcule o volume de um prisma de 3 cm de altura e cuja 
base é um quadrado inscrito numa circunferência de 5 cm 
de raio. 

V - 150 errf 


2) Calcule o volume e a área lateral de um prisma reto de 10 cm 
de altura cuja base é um hexágono regular de apótema 
3/T cm. 

V= 540 fã cm ; /\ = 360 cryf 


3) A diagonal de um paralelepípedo retângulo mede /I4m. 
Calcule o seu volume, sabendo que suas dimensões são 
números inteiros consecutivos. 

/ = 6 C7râ 


4) A área total de um cubo é igual a 150 cm 2 . Quanto se deve 
acrescentar à sua aresta para que sua área total se tome 
igual a 384 cm 2 ? 

3 /07fU 


5) A superfície total de um paralelepípedo retângulo é 142 cm 2 
e a soma das medidas das arestas é 60 cm. Calcule suas 
dimensões, sabendo que estão em P.A. 

3 67)1/ 7 Sem, 7 cm/ 

6) Calcule a área total e o volume de um prisma triangular 
regular, sabendo que o perímetro da base é 18 m e sua 
aresta lateral é igual a j da aresta da base. 

A « 1d(4+V3) l/= 36 YJ 

7) Calcule a altura de um prisma, sabendo que sua base é um 
hexágono inscrito num círculo de 3 cm de raio e que o 
prisma tem o mesmo volume de um cubo cuja face está 
inscrita nesse mesmo círculo. 

4Y £_ 

3 


8) Calcule a área total e o volume de um prisma triangular 
regular cuja base tem 2 cm de apótema e cuja altura é igual 
ao diâmetro da circunferência circunscrita à base. 

A = I20f3 cm 7 V = 26V3~ C7rt 

9) Calcule o volume de uma pirâmide, sabendo que sua base 
é um hexágono inscrito num círculo de raio igual a 2 cm 
e a sua altura é igual à medida do lado de um triângulo 
eqüilátero inscrito no mesmo círculo. 

Z - 12. 

10) Numa pirâmide regular de base quadrada, a área total é 
igual a 72 cm 2 e a área lateral é o triplo da área da base. 
Calcule a medida da diagonal do quadrado da base. 


crru 
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Cilindro, Cone e Esfera 



a) conheça alguns corpos redondos . 

b) conheça as propriedades desses corpos . 

c) saiba calcular áreas e volumes do cilindro , cone e esfera. 

I 


CILINDRO 

186. Definição: 



Os elementos do cilindro são: 



Seja um círculo de centro O e raio r contido num 
plano a e um segmento AB não paralelo e nem contido 
em a. 

Chama-se cilindro a reunião de todos os segmentos 
congruentes a AB e paralelos a ÃB com uma das extre- 
midades nos pontos do círculo (pontos da circunferência 
e pontos da região interna a ela) e situados num mesmo 
semi-espaço em relação a a. 


Bases: são os dois círculos congruentes situados em 
planos paralelos. 

Altura: é a distância entre as bases. 

Geratriz: é qualquer segmento paralelo a AB com- 
preendido entre os planos que contêm as 
bases do cilindro com extremidades nas cir- 
cunferências dos círculos. 

Eixo:é o segmento 00’ que tem por extremidades os 
centros dos círculos que são bases do cilindro. 

Secção meridiana: é a interseção do cilindro com um 
plano que contém o eixo do cilindro. 
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187. Tipos de cilindro: 

1 — Cilindro reto ou de revolução: é o cilindro cuja geratriz é perpendicular aos planos das bases. 

No cilindro reto a medida da geratriz é a altura do cilindro. 

2 — Cilindro oblíquo: é o cilindro cuja geratriz não é perpendicular aos planos das bases. 

3 — Cilindro eqüilátero: é um cilindro reto cuja secção meridiana é um quadrado e portanto sua altura é igual 

à medida do diâmetro da base. 




cilindro reto 



areas e volume de um cilindro 

188. Cilindro circular qualquer: 

1 — Área lateral e área total: o cálculo da medida da superfície lateral e total de um cilindro qualquer não 

está ao nível do nosso curso. 

2 — Volume: V = B • h , onde B é a área da base dada por B = 7rr 2 . 

189. Cilindro reto ou de revolução: 

1 — Área lateral: Ag = 2nr • h 

2 — Área total: At = Ag + 2B => A t = 2ni • h + 27rr 2 
At = 27rr(h + rj 

3 — Volume: V = B • h => V = 7rr 2 h 



190. Aplicação: 

1?) Calcule a área lateral, a área total e o volume de um cilindro reto de 8 cm de raio e 10 cm de altura. 

a) Área lateral: 

2 



A£ = 27rr • h = 27t.:Ã:lQ..rJ6Q.fcS?n 

b) Área total: 

A t = 2;rr(h + r) = (&£$]* , 

=..283tf_C7n£„ 

c) Volume: 

v = trr 2 • h = 
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2?) Calcule a área total e o volume de um cilindro cuja área da base é 4 n cm 2 e cuja altura é o triplo do raio. 
Para calcular a área total, devemos calcular a medida da altura e a medida do raio. 

Assim: 


B 7rr => 7T4 2 = 4 ir => r = V4 = 2c7W 

B = 47t cm 2 J 

h = 3. • r ==> h = 

a) Área total: A t = t/ük). .í? ê.fé.t.fr.).. 7..^.?:. 

b) Volume: V = B • h = 7rr 2 h 

v = .6 = 2415 C7ri/ 


3?) Calcule a área lateral, a área total e o volume 
de um cilindro eqüilátero cuja secção meri- 
diana tem 100 cm 2 de área. 

Vamos calcular primeiramente a altura e o 
raio do cilindro: 



área da secção meridiana = 100 cm 2 
área da secção meridiana = 2r • h 


2 A.-Ã. = ioo => 


=> 2r • 2.5 = 100 => £ ># . r * = 100 => r = 56/72 e h = 2.5=J0.6m 

Portanto: a) Área lateral: A£ = . 2 75.2. - fí. . =..215.;. Õ..ÍO. = /.Q.Q.. 25... 2.22.. 

b) Área total: A t = 

c) Volume: 


v = ""ás./õ* '250 ¥cm á 


4?) Calcule o volume de um cilindro cuja área total é igual a 144 n cm 2 e cuja área lateral é igual ao dobro da 
área da base. 

Como V = B • h = 7rr 2 h, devemos calcular primeiramente a altura e o raio: 

Ag = ..2S£sÁ.... ~i 

Ag = 2 • B l -> 2rrr • h = 2.f54/ 2 => h = 2/ 

B = ITV 2 


A t = 1447T cm 2 1 

A t = 2?rr • (h + r) > ==> 144 n = 2.^5 . ( A + r ) => 72.. = 2/V==> r = 

h =r J 

Portanto: V = 15 4 , = 77 è 2 -6 = 256 7 6/771/ 


' ’ ’ - . . ' . .. . • ' .. * 

Exercícios a resolver: itens 1 a 11, pág. 204. 
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CONE 


v 


Seja um círculo de centro O e raio r contido nürn 
plano a e um ponto V não pertencente a a. 


Chama-se cone circular ou cone a reunião de todos 
os segmentos com uma extremidade em V e a outra nos 
pontos do círculo (pontos da circunferência e da região 
interna a ela). 


191. Definição: 



Seus elementos são: / N — * ° / / 

/ a / 

Base: é o círculo de centro O e raio r. 

Altura: é a distância entre o vértice e o plano da base. 

Geratriz: é qualquer segmento de reta com uma extremidade em V e outra na circunferência do círculo de centro O 


e raio r, base do cone. 


Secção meridiana: é a interseção do cone com um plano que contém o vértice e o centro da base. 

192. Tipos de cone: 

1 — Cone reto ou cone de revolução: é o cone no qual a projeção ortogonal do vértice sobre o plano da base 

é o centro da base. 

A geratriz de um cone reto é chamada apótema do cone. 

2 - Cone oblíquo: é o cone no qual a projeção ortogonal do vértice sobre o plano da base não é o centro 

da base. 

3 — Cone eqüilátero: é o cone reto cuja secção meridiana é um triângulo eqüilátero. 

A geratriz de um cone eqüilátero tem a mesma medida do diâmetro da base. 



cone reto 


cone oblíquo 


cone eqüilátero 


ÁREAS E VOLUME DE UM CONE 


193. Cone oblíquo: 

1 — Área lateral e área total: o seu cálculo não está ao nível do nosso curso. 

2 — Volume: 


V = -j B • h, onde B é a área da base, que é dada por B = trr 2 . 


Então: V = y 7 rr 2 h 
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194. Cone reto ou de revolução 
1 — Área lateral: 


Ag = mg 


, onde g é a medida da geratriz do cone. 
2 - Àrea total: A t = Ag + B => A t = 7 rrg + nr 2 => A t = 7 rr(g + r) 


V =~ m 2 h 
3 


3 — Volume: V =i B • h = 

195. Aplicação: 

1?) Calcule a área lateral, a área total e o volume de um cone reto cuja área da secção meridiana é 48 m 2 e 
cuja altura é igual a y do raio. 

Devemos calcular primeiramente as medidas 
do raio e da geratriz do cone. 





2. = ^8 => ^ • -y r = 45 


-*> r 2 = -- / 3 -36 • r = 6 rt, 


A. 


Então: 

área da secção = ^ 

área da secção = 48 m 2 

s u 4.6 o 

r = 6 m, vem que h = ^ -0 7/1/ 

A medida da geratriz do cone é dada por Pitágoras: g 2 = 4^ + A? => g = g 2 J 6 2 

=* g = & 

Portanto: 

a) Area lateral: Ag = mg = ^ 6 - 10 - 60 77 777? 

b) Área total: A t = 7 rr(g + r) = ~ ^ 

c) Volume: V =j tt r 2 h = TT. G> 2 . 8 =- 96 T 77l 3 


2?) Calcule o volume de um cone eqüilátero cuja área lateral é igual a 18 tt cm 2 . 
Como V = -j 7rr 2 h, devemos calcular primei- 
ramente os valores de r e h. 



Por Pitágoras, vem: 

g 2 = h 2 + r 2 ^(2aJL = 4íè/i = > h 2 = 4/k.-AL=* h = 

Pon “ ,o: v - y ” r ’ h — v - j, rAêH . -J./Kz çy? 
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3?) Calcule a área total e o volume de um cone reto, sabendo que a sua secção meridiana é um triângulo 
isósceles onde cada um dos lados congruentes mede 20 cm e que a base é um círculo em que pode ser 
inscrito um quadrado de 288 cm 2 de área. 





Devemos calcular r e h do seguinte modo: 

área do quadrado = 288 cm 2 _ 2 - 288 - 

, , | ==> r = ifi&á =J.?CP7b 

área do quadrado = = 2r 2 J 

Aplicando Pitágoras, vem: g 2 = h 2 + r 2 => 

—» h 2 =4QQ-M..=* h = 


Portanto: 

a) Área total: 

A t = (.Q. 7.. 1^.'.. t?.. 2'... .222^.. 

b) Volume *•/ = /_ tf 12 Z . 26 - 766 7T cm 3 

V = 3 d 


P vav/«i r>iAC 


ESFERA 

196. Definição: 

Seja r um número real positivo e O um ponto do espaço. 

Chama-se esfera de raio r e centro O o lugar geométrico dos pontos do espaço cuja distância ao ponto O é 
menor ou igual a r. 

197. Área e volume: 

1 — Area total: A t = 47rr 2 
4 * 

2— Volume: A = — m 

198. Observação: A interseção de uma esfera com qualquer plano que contém o seu centro é um círculo (círculo 
máximo) de mesmo centro e raio igual ao dessa esfera. 


199. Aplicação: 

1?) Calcule o volume de uma esfera cuja área total é 167rcm 2 . 

Como V =-j 7 rr 3 , devemos calcular primeiramente o raio da esfera do seguinte modo: 


A t = 4ttí 2 
A t = 16 tt cm 2 


.4*4,2 = fáfr 


Of 4 tf 32 -TV- 

Portanto: V = '' * = ~3~' r Z ^ 


t 2 _ 4 => r = 2070 
7T C7/f 
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2?) Calcule a área do círculo máximo de uma esfera cujo volume é 36 n m 3 . 
Como o raio do círculo máximo é igual ao raio da esfera, vem: 


V=±nr 3 


=õ6ir 
A 


= 27 => x = 3 m 


V = 36tt m 3 

Portanto, a área do círculo máximo é: 

A = 7rr 2 = rd 2 = g ít 77Z 3 


3?) Calcule a área e o volume de uma esfera em cujo círculo máximo se pode inscrever um triângulo 
7 5 y/3 


eqüilátero de 


cm 2 de área. 


Como o raio da esfera é igual ao raio do círculo máximo, vem: 


área do triângulo = 
área do triângulo = 


li y/3 
4 

75 VJ 


,mr, i skm 


Sendo £ 3 = i\p3 , vem: .J3SL... = rVJ r = ACM 
Portanto: 

a) A t = J£/Ê=J1>'-Õ 2 = 700 7T cm z 


b ) v = -J -* = ~3~ 7r ^ s 


cm 3 


Exercícios a resolver: itens 20 a 23, pág. 205. . 


EXERCÍCIOS 

SEQUÊNCIA A 

1) Calcule a área lateral, a área total e o volume de um 
cilindro reto que tem: 

a) 5 cm de raio e 1 2 cm de altura. 

b) 4 cm de raio e 15 cm de altura. 

c) 1,2 cm de raio e 5,8 cm de altura. 

2) Calcule a área total e o volume de um cilindro cuja área da 
base é 144 7T cm e cuja altura é igual ay do raio. 

3) Calcule a area lateral e a area total de um cilindro eqüilátero 
cujo volume é 250 cm 3 . 

4) Calcule a área lateral, a área total e o volume de um cilindro 
eqüilátero cuja área da base é igual a 257Tcm 2 . 

5) Calcule a área lateral, a área total e o volume de um 
cilindro reto r sabendo quo o raio da base é igual a 6 cm e que 
a área de sua secção meridiana é igual à área da base. 


6) Calcule o raio, a altura e a área total de um cilindro cujo 
volume é igual a 457Tcm 3 e a área lateral 307Tcm 2 . 

7) Calcule o volume de um cilindro reto cuja altura é 4 cm 
e cuja área total é igual a 2807Tcm 2 , sabendo que sua área 

lateral é igual a y da área da base. 

8) Calcule a área lateral, a área total e o volume de um 
cüindro eqüilátero cuja secção meridiana tem 576 cm 2 de 
área. 

9) Calcule a razão entre a área lateral e a área total de um 
cilindro eqüüátero. 

10) Dois cilindros retos têm diâmetros iguais às alturas. A razão 

27 

entre os seus volumes é jyj . Calcule a razão entre as 
alturas. 

11) Aumentando-se de 6 unidades o raio ou a altura de um 
cüindro reto, o seu volume aumenta de y unidades cübicas. 
Sendo 2 cm a altura original do cilindro, calcule o raio 
original. 
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12 ) 


13) 


14) 


15) 

16) 

17) 

18) 


19) 


20 ) 

21 ) 

22 ) 


23) 


Calcule a área lateral, a área total e o volume de um cone 
dc revolução, onde o raio, a altura e a geratriz valem 
respectivamente: 

a) r = 18 m, h = 24 m e g = 30 m. 

b) r = 9 m, h = 12 cm e g = 15 cm. 

c) r = 1,2 m, h = 1,6 cm e g = 2 cm. 

Calcule a área lateral, a área total e o volume de um cone 
reto cuja base é um círculo de 8 cm de raio e cuja altura é 
3 

igual aos do raio da base. 

Calcule a área lateral, a área total e o volume de um cone 

reto, sabendo que a área de sua secção meridiana é igual 

2 12 
a 60 cm e que sua altura é igual a — do raio. 

Calcule o volume de um cone eqüilátero, sabendo que sua 
área lateral é igual a 727Tcm 2 . 

Calcule a área total e o volume de um cone eqüilátero, 
sabendo que sua área lateral é igual a 67Tcm 2 . 

Calcule a área total e o volume de um cone circular reto cuja 
altura é igual a 3 m e cuja área lateral é igual a 6 7T cm 2 . 

Calcule a área lateral de um cone reto, sabendo que sua área 
total é o triplo da área da base e que a sua altura é igual 
a 4\7Tm. 


Calcule a área lateral, a área total e o volume de um cone, 
sabendo que sua secção meridiana é um triângulo isósceles 
de 4 cm de altura e que sua base é um círculo em que pode 

27 

ser inscrito um triângulo eqüüátero de área — - — cm 2 . 


Calcule o volume de uma esfera cuja área total é igual a 
36 7T cm 2 . 


Calcule a área total de uma esfera, sabendo que seu volume é 
igual a 2887Tcm 3 . 

Calcule a área total de uma esfera cujo raio é igüal à medida 
do lado de um triângulo eqüüátero que pode ser inscrito num 
círculo de 5 cm de raio. 

Calcule a área total e o volume de uma esfera em cujo 
círculo máximo poderá ser inscrito um hexágono regular 
de apótema 6 JJ cm. 


RESPOSTAS 

1) a) Ag = 12077 cm 2 , A t = 17077 cm 2 , V = 30077 cm 3 

b) Ag = 1207T cm 2 , A t = 15277 cm 2 , V= 24077 cm 3 

c) Ag = 13,9277 cm 2 , A t = 16,87rcm 2 , V = 8.35277cm 3 

2) A t = 4807T cm\ V = 11527Tcm 3 

3) Ag = lOOTTcm 2 , A t = 15077 cm 2 

4) Ag = 5077 cm 2 , Aj = 15077 cm 2 , V = 25077 cm 3 

5) Ag = 3677 cm 2 , At = 3677(77+ 2) cm 2 , V = 10877 a cm 3 

6) 7 = 3 cm, h = 5 cm, Aj = 4877 cm 2 

7) V = 40077 cm 3 


8) Ag = 5 76 77 cm 2 , A t = 86477 cm 2 , V = 3 45677 cm 3 



2 

3 



11 ) r = 6 cm 


12) a) Ag = 54077 m 2 , A t = 86477 m 2 , V = 259277 m 3 

b) Ag = 135 77 cm 2 , At = 126 77 cm 2 , V = 324 77 cm 3 

c) Ag = 2,4 77 cm 2 , A t = 3,8477 cm 2 , V = 0,76877 cm 3 

13) Ag = 8077 cm 2 , A t = 14477 cm 2 , V= 12877 cm 3 

14) Ag = 65 77 cm 2 , A t = 9077 cm 2 , V = 10077 cm 3 

15) V= 72v/T 77 cm 3 


16) Af = 977 cm 2 , V = 377cm 3 

17) A t = 977 cm 2 , V = 377 cm 3 


18) Ag = 3277 m 2 

19) Ag = 1577 cm 2 , At = 2477 cm 2 , V = 1277 cm 3 

20) V = 36 77 cm 3 


21) Af = 14477 cm 2 

22) A t = 30077 cm 2 

23) A t = 5 76 77 cm 2 , V = 230477 cm 3 


SEQÜÊNCIA B 

1) Calcule o volume de um prisma reto, sabendo que sua altura 
é 5 cm e que sua base é um triângulo eqüüátero que pode 

3 2 tt 

ser inscrito no círculo máximo de uma esfera de — — cm 3 
de volume. 

V- tfVT cm 3 

2) O apótema de uma pirâmide regular é o dobro do apótema 
da base. Calcule a medida do diedro formado pelas faces 
laterais com a base. 

a- 60° 


3) Calcule o volume de um cüindro eqüüátero, inscrito numa 
esfera de raio 3 J2 cm. 


1 / = 54- 7T cm 3 

4) Determine a razão entre o volume da esfera e o volume do 
cilindro eqüüátero nela inscrito. 

V_ e _ dVíT 

Vc 3 
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, onde £ e são medidas das arestas 


5) A secção reta de um prisma oblíquo é um losango de 
área 24 cm 2 e suas diagonais estão na razão de 4 para 3. 
Calcule a área lateral desse prisma, sabendo que a aresta 
lateral mede 6 cm. 

^ - 120 cm? 

6) Sabendo que: 


_B _ 

c 2 

B’ " 

e 


das bases do tronco. 

Calcule: 

a) o volume de um tronco de pirâmide cujas bases são 
hexágonos regulares de lados 6 cm e 2 cm e cuja altura 
é igual a 12 cm. 


V 



1?) o volume do tronco de pirâmide é dado pela relação: 
V= j(B + B’+Vb -B’ ) 


2 ?) 


onde h é a altura do tronco e B e B’ as áreas das 
bases. 


_B 

H 2 

B’ 

= 1 ? 


é a distância do 


, onde H é a altura da pirâmide e k 
plano a ao vértice V. 


3121/3 C77? 

b) a altura de um tronco de pirâmide cujas bases são 
quadrados de lados 5 cm e 2 cm, sabendo que o seu 
volume é igual a 195 cm 3 . 


?i = 15 cm 

c) o volume de um tronco de pirâmide, sabendo que a sua 
altura é igual a 6 m, sua base inferior a um polígono de 
20 m 2 de área e que a medida de um dos lados da base 
inferior é 4 m e a do lado correspondente na base 
superior é 3 m. 


]/ = -1^- C77? 

Z 

d) a área da secção determinada por um plano paralelo à 

2 2 
base, a — do vértice de uma pirâmide cuja base tem 225 m 

de área. 

Ô = 100 77l Z 
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